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OZET

BULANIK KUMELER VE BULANIK ALT GRUPLARIN CEBIRSEL YAPISI

Ozkan KOSA

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damisman: Yrd. Dog. Dr. Umit DENIZ

Bu calismada, soyut cebirin temel kavramlari olan Alt Grup, Normal Alt Grup, Grup
Homomorfizma konulari Fuzzy Cebirsel yapisina genisletilmis, [0,1] kapali araliginda
incelenmis ve Fuzzy Alt Grup, Fuzzy Normal Alt Grup, Grup Homomorfizma konulari iizerinde
calistlmistir. Bu ¢alisma iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisitmda Soyut Cebirdeki temel
tamim ve kavramlar incelenmis, ikinci kisimda bu temel tanim ve kavramlar Fuzzy Cebir’e

uyarlanmustir.

2017, 45 sayfa
Anahtar Kelimeler: Fuzzy Alt Kiime, Fuzzy Alt Grup, Fuzzy Normal Alt Grup, Normal Alt

Grup, Grup Homomorfizma
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FUZZY SUBSETS AND THE ALGEBRAIC STRUCTURE OF FUZZY SUBGROUPS
Ozkan KOSA

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Umit DENIZ

In this work, basic concepts of abstract algebra such as subgroup, normal subgroup and group
homomorphisms have been extended to fuzzy algebraic structure, examined on [0,1] close
interval and studied on This study consists of two part in first part basic concents and definitions
in abstract algebra have been examined, in second part basic concents and definitions have been

adapted to fuzzy algebra.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Niteligi tam anlasilamayan, iyi secilmeyen, acik secik goriinmeyen, net olmayan
seklinde tanimlanan, dereceli iiyelik kavrami yardimi ile teknik bilim diinyasina
tasinmigtir. Bulanik (fuzzy) kiimelerde dereceli tiyelik kavrami ilk kez 1965 yilinda
Azeri kokenli Prof. Dr. Liitfii A. Zade (Lotfi Zadeh) (Zadeh L. A., 1965) vermistir.

Bulanik mantik (fuzzy logic) genelde, insan diisiincesine 6zdes islemlerin
gerceklesmesini saglamakla, gergek diinyada sik sik meydana gelen belirsiz ve kesin

olmayan verileri modellemede yardimci olur.

Gergek diinyada karsilagilan nesnelerin siniflarinin iiyelik dereceleri tam olarak
tammlanamaz. Ornegin hayvanlar smifin1 ele alalim. Agik¢a bu kiimenin kopekleri,
atlar1 vs. eleman olarak igerdigi, kayalari, sivilar1 vs. i¢ermedigi bellidir. Bununla
beraber denizyildizi, bakteri gibi nesnelerin hayvanlar sinifina olan yakinlig belirsiz bir
durumdur. Klasik mantikta bir Onerme “dogru” veya “yanlis” tir. Fakat gercek
diinyadaki olaylarin ne derecede dogru veya yanlis olmasinin belirlenmesi
gerekmektedir. Ornegin 100 C suyun sicaklig1 “sicak” olarak ifade edilirse 95 C, 80 C
lerdeki su i¢in “sicak degildir” ifadesi bu anlamda dogru olmadigi gibi yanhs da
degildir. Bu nedenle 6nermelerin dogru (1) ve yanls (0) degerleri arasindaki degerler
(az sicak, 1lik, az soguk, vs.) kullanilarak bulanik kiime kavrami ortaya atilmistir.
Bulanik kiime teorisi az, sik, orta, diisiik, cok birgok gibi dilbilimsel yapilar1 kullanarak
dereceli veri modellemesini ger¢eklestirmektedir. Klasik kiime, kiimeye kesinlikle ait
olma veya kesinlikle ait olmama bi¢iminde iki grubun olusturulmasi ile anlamlidir.
Bulanik kavrami, kesin gecisleri elemine ederek belirsizlik kavraminin tanimini yeniden
verilebilir ve evrendeki biitiin bireylere tiyelik derecesi degerini atayarak matematiksel
olarak tanimlanabilir. Bu derece, bulanik kiime yardimiyla verilen kavram ile
uyumludur ve benzer bir bireyin derecesine uyar. Bdylece bireyler, bulanik kiime
icerisinde liyelik dereceleri tarafindan gosterilen daha biiylik ve daha kiigiik degerlere

ait olabilirler. Bu iiyelik dereceleri [0, 1] araliginda gercel degerler ile ifade edilir.



Bu boliimdeki ilgili tanimlar (Callialp, 2009)’dan faydalanilmistir.

Tanim 1.1.1. X +# @ ve Y # @ kiimeleri verilsin. X X Y kartezyen c¢arpiminin alt

kiimelerinin her birine X’ten ¥Y’ye bir bagint1 denir. Bir x € Xelemanina bu kuralla y €

Yeleman karsilik geliyorsa, s6z konusu bagintiya gére x € X eleman1 y € Y elemaniyla

baglantilidir denir. O halde, X ten ¥’ye bir 8 bagintis1 verildiginde
BEXXY={(x,y):x€Xvey€Y}

ayrica,

X’ten Y’ye bir bagintinin tanim kiimesini ve gortintii kiimesini, siras1 ile TKp ve GKg

seklinde notasyonlarla gosterelim. Bu kiimeler sirasi ile

TKﬁ ={XEX= (x,y) Eﬁ}
GKg ={yeY: (x,y) €B}

seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.2. X kiimesinden Y kiimesine bir § € X X Y bagmtisinin ters bagmtis1 1

seklinde gosterilir ve Y’den X’e olan bu baginti da,

Br={(yx)eYxX: (x,y) €R}

seklinde olur.

Tanim 1.1.3.

1. X kiimesi tizerinde bir § bagintis1 Vx € X i¢in

(x,x) €EB



kosulunu sagliyorsa, 8’ya yansiyan baginti denir.

2. X klimesi lizerinde bir f bagintis1 Vx,y € X i¢in

x,y)€EB=>x)€EP

kosulunu sagliyorsa, [ ’ya simetrik bagint1 denir.

3. X klimesi iizerinde bir § bagintis1 Vx,y € X i¢in

{Coy) e A(yx)EBI>x=Yy

kosulunu sagliyorsa, ’ya ters simetrik bagint1 denir.

4. X kiimesi iizerinde bir § bagintis1 V x,y, z € X i¢in

{y)eB A(y,2)eB}>(x2) EP

kosulunu sagliyorsa, 8’ya gecisken bagint1 denir.

Tanim 1.1.4. X + @ kiimesi {lzerinde bir f bagmtisi yansima, simetri, gecisme

ozelliklerine sahipse, §’ye X lizerinde bir denklik bagintisi denir.

Tanim 1.1.5. X kiimesi iizerinde bir § bagintisi verilsin ve x € X olsun. Bu durumda,

x’in denklik sinifin1 [x] veya X simgeleri ile gosterilir ve

x={y€eY: (x,y) €}

seklinde tanimlanir. Bir X kiimesi ilizerinde bir f denklik bagintisinin tim denklik
siiflarindan olusan kiimeye denklik siniflar1 kiimesi veya X’in ’ye gore boliim kiimesi
denir ve

X/Bp=1{x:x€X}

3



seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.6. X # @ kiimesi lizerinde bir  bagintisi; yansima, ters simetri ve gecisme
ozelliklerini sagliyorsa, ’ye X ilizerinde bir kismi siralama bagintist denir. Bir X
kiimesinde tanimlanan bir R kismi siralama bagintis1 genellikle < simgesi kullanilarak

ifade edilir ve (X, <) ikilisine de kismi sirali kiime denir.

Tanim 1.1.7. X # @ kiimesi {lizerindeki bir § kismi siralama bagintis1 verilsin. Her
X,y € X i¢in (x,y) € B ya da (y,x) € B oluyorsa, §’ye X iizerinde bir tam siralama

bagintis1 denir. Béyle durumda (X, ) ikilisine de tam sirali kiime denir.

Tanim 1.1.8.(X, <) bir kismi sirali kiime ve Y c X olsun. Eger (Y, <) tam sirali bir

kiime oluyor ise, Y alt kiimesine X’in bir zinciri denir.

Tanim 1.1.9.

1. Herx € X i¢in x < M olacak sekilde bir M € X eleman1 varsa M’ye X’in en biiyiik

elemani1 veya maksimumu denir ve MIN (x)ile gosterilir.

2. Her x € X i¢in m < x olacak sekilde bir m € X eleman1 varsa m’ye X’in enkiigiik

elemani veya minimumu denir ve MAX (x) ile gosterilir.

3. M* € X olsun. X kiimesinin M*’dan kesinlikle daha biiyiik olan higbir elemani
yoksa; M*’a, X ’in maksimal elemanlar1 adi verilir. X ’in bu tiir elemanlarinin

olusturdugu kiimeyi max(x) ile gosterecegiz.

4. m* € X olsun. X kiimesinin m* ’dan kesinlikle daha kii¢iikk olan hicbir elemani
yoksa; m* ’a, X ’in minimal elemanlar1 adi verilir. X ’in bu tiir elemanlarinin

olusturdugu kiimeyi min(x) ile gosterecegiz.



Tanim 1.1.10. X kiimesi {izerinde bir < bagmtis1 verilsin. Eger asagidaki iki kosul
saglaniyorsa, verilen bagintiya X lizerinde < bagintisina gore iyi siralama bagintist ve
(X, <) kiimesine de iyi sirali kiime veya iyi siralanmig kiime denir.

a) < Bagntisi X kiimesi iizerinde bir kismi sirali bagintidir.

b) X’in bos kiimeden farkli her alt kiimesinin minimumu vardir.

Tanim 1.1.11. (X, <) siral1 bir kiime ve Y € X olsun.

I. Vy € Y i¢in, y < M olacak sekilde bir M € X varsa M’ye Y alt kiimesinin bir iist

sinir1 denir.

i. Yy € Y i¢in, m < y olacak sekilde bir m € X varsa m’ye, Y alt kiimesinin bir alt

sinir1 denir.

Tanim 1.1.12. (X, <) bir kismi sirali kiime ve Y < X olsun.

1. Y’nin st sinirlar kiimesinin en kiiclik elemanina, Y’ nin en kiiglik list sinir1 veya

supremumu denir ve sup(Y) ile gosterilir.

2. Y’nin alt sinirlar kiimesinin en biiyiik elemanina, Y’nin en biiylik alt simnirin1 veya

infimumu denir ve inf (Y) ile gosterilir.

1.2. Kafesler

Bu boliimdeki kafeslerle ilgili tanimlar (Callialp, 2009)’dan faydalanilmistir.

Tanim 1.2.1. (S, <) siral1 bir kiime olsun.

Va,b € S igin, inf(a,b) =aAb

varsa (S, <,A) sistemine bir yar1 kafes denir.



Tanim 1.2.2. (S, <) sirali bir kiime ve

Va,b € S igin, inf(a,b) = aAbve sup(a,b) =aVb

varsa (S, <,A,V) sistemine bir kafes denir.

Not 1. Bir kafeste Va € S icin, 0 < a ve a < 1 olacak sekilde, yani tiim elemanlardan

kiigiik ve tiim elemanlardan biiyiik 0 ve 1 ile gosterecegimiz iki eleman mevcut olsun.

Eger a €S icin, aAa' =0 ve aVa =1 olacak sekilde bir a' varsa, a ya a’nin

tamlayan1 denir.

Tanim 1.2.3. Tim elemanlarmin tamlayant mevcut olan bir kafese tamlanmis kafes

denir.

Tanim 1.2.4. Her a, b, ¢ eleman,

anN(bvc)=(anb)V(aAc)

dagilma 6zelligini saglayan kafese dagilmali kafes denir.

Tanim 1.2.5. (S, <) sirali kiime olsun. VM € S igin SupM ve InfM mevcut ise S’ye tam

kafes denir.

Tamim 1.2.6. (S, <) kafes ve Va,b,c € S,a < b i¢in

aV(bAc)=bA(aVc)

ise S’ye modiiler kafes denir.



1.3. Gruplar

Bu boliimdeki ilgili tanimlar (Callialp, 2009)’dan faydalanilmistir.

Tanim 1.3.1. G bos olmayan bir kiime ve *, G de bir ikili islem olsun.(G,*) ikilisine bir

tek islemli cebirsel yap1 denir.

Tanim 1.3.2. (G,*) cebirsel yapinin asagidaki 6zellikleri varsa bu cebirsel yapiya bir

grup denir.

I, * islemi birlesmelidir.

ii. G’nin * iglemine gore etkisiz(birim) eleman1 vardir.

iii. G’deki her elemanin * islemine gore tersi vardir.

Eger (G,*) cebirsel yapisi, yalniz i. Aksiyomu sagliyorsa bir yari gruptur denir.(G,*) bir
grup ve * isleminin degisme 6zelligi varsa bir deSismeli grup veya bir Abelian grup

denir

Tanim 1.3.3. G bir grup ve x,y € G olsun.x 1y 1xy elemanma x ve y nin komiitatorii

denir ve [x, y] ile gosterilir.

1.4. Alt Gruplar

Bu boliimdeki ilgili tanim ve teoremler (Callialp, 2009)’dan faydalanilmistir.

Tanim 1.4.1. G bir grup ve H, G’nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H, G’deki
isleme gore kendi basina bir grup ise H’ye, G’nin bir alt grubu denir ve H < G ile

gosterilir.



Onerme 1.4.1. G bir grup ve ® # H < G olsun. H’nin bir alt grup olmasi igin gerek ve

yeter kosul

1. Va,b € Hicinab € H ve

2. YVa€eHicina *eH

veya

Va,b € H i¢cinab™! € H (veya a™'b € H) olmasidur.

1.5. Normal Alt Gruplar

Bu boliimdeki ilgili tanim ve teorem (Callialp, 2009)’dan faydalanilmistir.

Teorem 1.5.1. N < G olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

1. YVa€G,Vx€E€Niginaxa €N

2. YaeGicinaNa 'c N
3. Ya€GiginaNa ™l =N

4. Ya€ GicinaN = Na

Tanim 1.5.1. Teorem 1.5.1 denk kosullarindan birini saglayan G’nin bir N alt grubuna

normal alt grup denir ve N < G ile gosterilir.

1.6. Grup Homomorfizma

Bu boliimdeki ilgili tanim ve teoremler (Callialp, 2009)’dan faydalanilmistir.



Tanim 1.6.1. (G,-) ve (H,*) iki grup ve f: G — h bir fonksiyon olsun.va, b € G igin
f(a.b) = f(a) = f(b) ise f’ye G’den H’ye bir homomorfizma denir.

Onerme 1.6.1. f: G - H bir homomorfizma olsun.

. fleg) = ey

i.  VaeGicn, f(a ) = f(a) dir.

Onerme 1.6.2. f: G — H bir homomorfizma olsun.

. G’nin her alt grubunun f altindaki goriintiisii, H nin bir alt grubudur.

ii. H’nin her alt grubunun f altindaki ters goriintiisii G ’nin bir alt grubudur.

Onerme 1.6.3. f: G — H bir homomorfizma olsun.

I. f orten ise G ’nin her normal alt grubunun f altindaki goriintiisii H 'nin bir

normal alt grubudur.

ii. H’nin her normal alt grubunun f altindaki ters goriintiisii G’nin bir normal alt

grubudur.
Tanim 1.6.2. f: G — H bir homomorfizma ise
fen)={a€G:f(a)=en}
Kiimesine f homomorfizmasinin gekirdegi denir ve Cekf ile gosterilir.
Tanim 1.6.3. Orten, bire bir bir homomorfizmaya bir izomorfizma denir. Eger G ve H

gruplar1 arasinda bir izomorfizma varsa bu gruplara izomorf gruplar denir ve G = H

yazilir.



Teorem 1.6.1. (homomorfizma teoremi) f: G — H bir homomorfizma olsun.

. Cekf =N <G

ii. h € H ve bir a € G i¢in f(a) = hise f~1(h) = aN dir.

iii. G /N = f(G) dir.

10



2. YAPILAN CALISMALAR
2.1. Fuzzy Alt kiime

Bu bolimde ilgili tanimlar ve teoremler (Mordeson ve Malik, 1998)’dan

faydalanilmistir.

Tanim 2.1.1. X herhangi bir kiime olmak tizere, w: X — [0,1] seklinde tanimlanan p
fonksiyonuna X’in fuzzy(Bulanik) alt kiimesi denir. X’in biitiin fuzzy alt kiimelerinin
¥

olusturdugu kiimeye X ’in fuzzy(Bulanik) kuvvet kiimesi denir ve [0,1]* seklinde

gosterilir (Zadeh, 1965).

Tanim 2.1.2.u € [0,1]% olmak iizere {u(x):x € X} ile tammlanan kiimeye p’niin

goriintii kiimesi denir ve p(X) ya da Im(X) seklinde gosterilir (Kaufmann, 1975).
Tamim 2.1.3. p € [0,1]* olmak iizere p* = {x:u(x) > 0,x € X} kiimesine p’niin
destekleyicisi denir. Eger pu* sonlu bir kiime ise p’ye de sonlu fuzzy(Bulanik) kiime, p*

sonsuz bir kiime ise p’ye de sonsuz fuzzy(Bulanik) kiime denir. Ayrica 1 € pu(x) ise

p’ye X’in birimli fuzzy alt kiimesi denir (Kaufmann, 1975).

Tanmim 2.1.4.Y c X ve a € [0,1] olmak iizere a, € [0,1]* asagidaki gibi tanimlanur.

a _{a;xeY
Y~1l0;:xe¢vY

Ozel olarak; eger Y = {x} ise ay kiimesi agy; seklinde gosterilir ve [0,1] — nokta veya

[0,1] singleton seklinde isimlendirilir.
Egera = 1 ise

1;x€Y
1Y_{0;xey

11



fonksiyonuna Y ’nin karakteristik fonksiyonu denir (Kaufmann, 1975).

Tanim 2.1.5. G bir grup ve Vi, v € [0,1]¢ fuzzy kiimeleri olmak iizere Vx € G igin

(hev)(x) = \/{u(y) Av(z):y,z€G, yz =x}
dir.
nl(x) = p(x™1) olarak p fuzzy(Bulanik) kiimesinin tersi tanimlanr.

Tamim 2.1.6. p,v € [0,1]¥ olmak iizere Vx € X i¢in pu(x) < v(x) ise v fuzzy(Bulanik)

kiimesi, p fuzzy kiimesini kapsar denir ve p € v seklinde gosterilir (Kaufmann, 1975).

Tamim 2.1.7. w,v € [0,1]¥ olmak iizere pNnv,pU v € [0,1]% kiimeleri su sekilde

tanimlanir.

(N v)(x) = px) Av(x)

(LU V)(x) = pkx) vV v(x)
Burada p U v ve u N v’ye sirast ile bileskesi ve arakesiti denir.

Tanim 2.1.7°de verilen iki fuzzy(Bulanik) fonksiyon arasindaki kesisim ve birlesim

islemleri her hangi bir fuzzy(Bulanik) fonksiyon ailesi i¢in de su sekilde genellestirilir.

J ={u; : i € I} seklinde X’in fuzzy(Bulanik) alt kiime ailesi olsun.Vx € X i¢in

(ﬂ ul-)(x) = A\ o

i€l i€l

12



(U ul-) 00 = \/ @

i€l i€l

dir.
1 ={1,23,..,n}ise

n

ﬂ#i:ﬂﬂi:hnl«lzn---nﬂn

i€l i=1

n
U#i:U#i:l«hUl«le---Uﬂn
1

i€l i=
seklinde ifade edilir (Kaufmann, 1975).
Tamim 2.1.8. n € [0,1]¥ olmak iizere a € [0,1] igin

Mo ={x:x€X, px)=ada}

kiimesine p’niin seviye(Kkesit) fuzzy(Bulanik) alt kiimesi denir (Kaufmann, 1975).
Teorem 2.1.1. p, v € [0,1]¥ olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur.
a) uSv,acel01]isep, € v,
b) a<b,abe[0,1]isey, Sy,
C) u=voey, =v,,Vvae€0,1]
Ispat 2.1.1.

a) u < volsun.
Vx € X icin p(x) < v(x)
13



a €[0,1]iciny € pgise a < p(y)

Ayrica g, € X ve u € v oldugundan u(y) < v(y)
Dolaysiylaa < u(y) < v(y) vea < v(y)

a € v(y)isey € v, dir.

Yani y, € v, elde edilir.

b) a,b € [0,1] olmak tizere a < b olsun.
X € yp olsun.

Bu takdirde b < u(x) vea < b < p(x)
a < p(x) sonucu bulunur.

Ve x € p,’dir.

Boylece y;, < p, elde edilir.

C) u=wvolsun.

a € [0,1] igin x € pg ise u(x) = a

1 = v oldugundan Vx € X i¢in pu(x) = v(x)
wx) =v(x) = aise x € v, “dir.

ve |, S v, elde edilir.

Benzer sekilde v, € p, oldugu aciktir.
Sonug olarak p, = v, elde edilir.

Bu kez Va € [0,1] i¢in p, = v, olsun.

Vx € X I¢in u(x) = v(x) = a ve u = v elde edilir.

Teorem 2.1.2. u, v € [0,1]%, Va € [0,1] igin

I fa Uy = (U D),

. ta N Ve =NV,

Ispat 2.1.2.

I. X € U, veyax € v,

14



u(x) =aveyav(x) =a
ux)vo(x) =a
wuv)(x)=za,xe@uv),
(Ha) U (V) € (LU V),

x € (u U v), alalim
uuv)(x) =a

u(x) vv(x) = atir.
ux) =aveyav(x) =a
X € g Veyax € v,

(LU V)g S pg Uy

(*) ve (**) den istenilen elde edilir.

ii. X € u, N v, olsun.
X € Uy Ve x € v, dir.
u(x) = avev(x) = ad.
ux)Av(x) =a
wnv)x) =z a

x € (Nv),

HaNVe S (UN V),

x € (unwv), olsun.
(unv)(x) = adr.
u(x) Av(x) = a dir.
ulx) =avev(x) =a
X € [, Ve X € v,

X € Ug NV,

LNv)g S pg NV

(*) ve (**) istenen elde edilir.

15
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Teorem 2.1.3. {y; : i € I} € [0,1]* olmak iizere herhangi bir a € [0,1] i¢in

a) Uies(Mi)q € (UierHida

b) Nier(Mi)a = (Nier Wida

Ispat 2.1.3.

a. x €U (u), Fi€liginx € (u;), tir.

Ki=a

Vier i = a tir.
(Uit (x) = a
x € (Uies Hida

Uier(ti)a € (Uier Ui
den istenilen elde edilir.

b. x € Nier(pi)q olsun.
Vi€ liginx € (u;),

Vi € I igin (u;)(x) = a tir.
Nierii (¥) =2 a
(Nigru)(x) =2 a

x € (Nier Uida

Yani Nie;(Ui)a S (Nier ida
x € (Nier Uida
(Nigru)(x) = a

Nier i (x) = a tir.

Vi € I igin y;(x) = a tir.
Vi € ligin x € (u;), tir.

x € Nie;(ida

(Nier)a € Nier(da

(*) ve (**) den istenilen elde edilir.

*)
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Teorem 2.1.4. n € [0,1]* ve {a; : i € I} c [0,1] olmak iizere b = Aj; a; , ¢ = Ve Q;

i¢in

1. UierHa; E Mo
2. Nierlg; = K¢
Ispat 2.1.4.

1. x € Ujes g, Olsun.
a; < u(x) olmak tizere en az bir t € [ vardir.
b = Aier a; < a; olduguna gore

b<a spx)=b<spx)=>x€p = Uity S W

2. x € Nigg Hg, Olsun.
Vi € I igin a; < p(x)
¢ = Ve a; icin ¢ < p(x) elde edilir ve x € p,

ise niEI Ha; S U (1)
X € . olsun.

¢ = Vg a; Olmak tizere Vi € I igin V;g;a; = ¢ < u(x)

ise a; < u(x), (Vi € I) dolayisiyla x € N;eq pg, dir.

Bu ise pe S Nies Hg, (2)

(1) ve (2) den Nier Mg, = K elde edilir.

Teorem 2.1.5. u € [0,1]* olmak iizere W= Ugefo1] Ay, = Uaep(r) a4y, dir.
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Ispat 2.1.5.

U @=\ a.0=\/tecot:a<um)=uw

a€lo,1] a€l0,1]

cu= ]

Ha
a€l0,1]
U @=\ a.=\cew:a<umy=uw
aeu(x) aeu(x)
adl U A
aep(x)

Tanim 2.1.9. I bostan farkli indeks kiimesi olmak tizere {X; : i € I} bostan farkli

kiimelerin ailesi olsun.
X =1l Xi ={(x)ier : x; €Xi, 1 €1} (12)
seklinde kartezyen ¢arpim tanimlanir.

Vi € I igin p € [0,1]% olmak iizere Vx = (x;);e; € X igin u(x) = Ajer W (x;) seklinde

tanimlanmis p € [0,1]% fuzzy(Bulanik) kiimesine ;’lerin tam direkt ¢arpimi denir ve

MZHHi

seklinde gosterilir.

Eger I = {1,2,3,...,n}ise

X == l_[Xl :Xl XXZ XX3 "'XTl
i€l

18



={(x1,x9,...,x3): x; €X;, i =1,23,..,n}

seklindedir ve

1—[ Hi = 1 QU QUs® ... ®Uyp

i€l

seklinde tammlanir. Eger p;, v; € [0,1]%i ve Vi € I igin y; € v; ise

(o[-

iel iel
oldugu agiktir.

Tamim 2.1.10. X ve Y herhangi iki kiime p € [0,1]%, v € [0,1]Y ve f:X — Y bir
fonksiyon olsun. f(w) € [0,1]Y ve f~1(v) € [0,1]* fuzzy(Bulanik) kiimeler olmak

tizere Vy €Y igin

Vinx):x €X,f(xX) =y}; f U (x) # 0

F) = | A

Vx € X igin

fH @ = v(f(x)

seklindeki fonksiyonlara sirastyla f’nin p altindaki goriintiisii ve f’nin v altindaki ters

goriintiisii denir.

Teorem 2.1.6. f: X - Y, g:Y — Z ye birer fonksiyon olsun. Bu takdirde asagidakiler

dogrudur.

1. Vi€, €[0,1]% igin

19



f(U ui> = Jrw

i€l i€l
Ve V g, 1, € [0,1]% igin py Sy ise f(y) € f(up) dir.

2. Vj€]J, v €[0,1]" igin

jeJ jej

F (U > =)

e =)

jei jel
Ayrica Yvy, v, € [0,1]Y igin vy, € vy ise f~1(vy) € £ (1y).

3. vpe[0,1]%igin f1(f (W) 2 p eger f bire birise f~1(f(w) = .
4. vv € [0,1]" i¢in f(f(v)) S veger f ortenise f(f 1 (v)) = v.

5. Vue[01]* ,vve[0,1] icin f(WESv & pncf ).

6. vie [0,1]%igin g(f(w) = (gofH(W.

Ispat 2.1.6.

1. Vy €Y igin

f<U ui>(y) =\/{(Uui><x) xeX,  f@=y

i€l i€l
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:\/{\/ui(x) tx€X, f(x) =y}

i€l

=\/{(Vwixex,  ro=w}=\/rwo) = Jrw

i€l i€l

Vg, Hp € [0,1]% Igin py € p, olsun. Vx € X Icin py (x) S py(x) dir.

Vy €Y icin
Fam = \/tu@xex,  fe =y
<\t xex, fw=»
= flu2) ) = flu) € f(uz)
2. Vx € X igin

jel jeJ je] jej

= (U vj> () = (U v,-) (r@) = \/v(r@) = \/ 1w @

- (U f-l(vj)> ()

jej

Vx € X igin

f (ﬂ v,-)(x) - (ﬂ v,-> (@)= \wtr@) =\ @)@

jej jej jej jej
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= <ﬂ f (v;-)) @)

ve

VY v,v, €[01]Y,Vy €Y icinv, S v, = v,(y) < v,(y)dir.

y = f(x) olsun. V x € X i¢in

fr) @) = v (f(0) S v (f(x) = 1 (w) (%)
= )X < ) ()
= f_l(v1) = f_l(vz)

3. Vu€e|[0,1]¥ ve Vx € X igin
FAFW)® = F@(F@) =[G s meX,  fGo) = F} 2 e
Eger £, bire bir ise Vx,,x € X icin f(x) = f(x) = x; = x dir.
FAFW)E) = FI(F) = \[ ) 1 € X, 7G) = F(0)) = k(@)
4. vv € [0,1]Y,Vy €Y i¢in
fE @ =\ wwxex,  f@=y
=\/bUrw) xex,  fm=y)

={v(y) ; YEfX)
0 ; y&f(X)
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<v() = f(f'w)cv
eger f orten ise Vy € f(x)’dir ve f(f‘l(v)) = v dir.

5. Vu € [0,1]%*, vv € [0,1]" olmak iizere Vx € X ve Vy € f(X) igin
fWe v & \[w xex,  f@=y<v®

& p) < v(f(x)
< u) < fFH) ()

6. Vz € Z,Vuel[0,1]¥ i¢in
Jrw)@ =\[Fwm:yer, g0 =2
-\ {\ow:xex, rw=niyer, g0=1

=\/{u(x)1x€X, gof(x) =z}

= (g HW)
2.2. Fuzzy Alt Gruplar

Bu boélimde ilgili tamim ve teoremler (Mordeson ve Malik, 1998)’dan

faydalanilmistir.

Tanim 2.2.1. G bir grup ve p € [0,1]% olsun. Eger p asagidaki kosullar1 sagliyorsa p ye
G’in fuzzy alt grubu denir.

(G1) vx,y € G i¢in, p(xy) = u(x) A u(y)
23



(G2) Vx € G igin, u(x™1) = p(x)

Tanim 2.2.2. G bir grup, p, G’in fuzzy alt grubu ve e, G’in etkisiz elemani olmak iizere

e ={x €G: p(x) = u(e)}
seklinde tanimlanir.

Tanim 2.2.3. p sonlu bir G grubunun fuzzy alt grubu olsun. Eger p,, G’nin degismeli alt

grubu ise p ye fuzzy degismeli alt grup denir.

Teorem 2.2.1. G bir grup ve p, v, p; € [0,1]1¢ (i € I),a =V {u(x):x € G} olsun.
1. Vx € G igin, (o v)(x) = Vyeg(O) Av(y %)) = Vyea(u(xy ™) Av(y))
2. Vx,y € Gigin, (a,op)(x) = p(y~x)

3. Vx,y € Gigin, (peoa,)(x) = plxy™)

4. (WH ™=

5. pSve pltep?

6. (Uierti) ' = Uiy iyt

7. (Nigr )™ = Nier i ™?

8. (nov)t=v1opuldir.

Ispat 2.2.1.

1. Vx € G igin,
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(o @ = \/ 1) A vy 0y = 1)

- \/{u(xy‘l) Av(y): (xy™") = x}

2. Vx,y € G igin,

(ay o W@ = \/ (a0 AuG1)

YyEG

= \/(a Ay~ tx))

YEG

= \/ <(\/{u(x): x € G}) A u(y‘lx))

YEG
= u(y 'x)

3. Vx,y € G igin,

(heay)) = \/ (hey™ A ey )

yEG

V (ke na\/ww :xen)

YEG

=ulxy™)

4. Vx € G i¢in,

WHTE) =p D) =w((™H™) =)

5. Vx € G igin,
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HEv © ulx) <vx) © puxH <vix™)

ep ) <vi(n)

spltcy?

6. Vx € G i¢in,

(U Lli)_l (x) = (U Hi) (x™H = \/ w(x™h) =\/ w~t(x)

L€l i€l i€l i€l

7. Vx € G igin,

(ﬂ ui>_1 () = (ﬂ m) ()

i€l i€l

= Awe = Aww = |uw

i€l i€l i€l
8. Vx €Gigin, (1ov) (@) = (ko n)(x ™)
=\t Av ™ yze6,  xt =2y

- \/{v‘l(y) A 2):y,z€EG, x=yz}

=@ op ™))
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Teorem 2.2.2. G bir grup olsun. y, G’in fuzzy alt grubu olmasi igin gerek ve yeter kosul

Vx,y € G igin
n(xy™) = pu(x) Au(y)
olmasidir.

Ispat 2.2.2. 1, G’in bulanik alt grubu olsun. Vx, y € G igin,

uxy™) = p@) Ay = ux) Au®)
dir.

Bu kez Vx,y € G icin, p(xy~1) = pu(x) A u(y) olsun.
n(xy) = p(xyyy™) = p(x) Aplyy~ty™)
> p) A plyy™) A )

> u(x) A ) A ) Apy)
= nx) A p)

Ayrica,

p(x™) = ple ™) = pletx) A px)
= nCex™ M) A p(x) = plx) A plx) A plx)
= p(x)
Sonug olarak p, G grubunun fuzzy alt grubu oldugu elde edilir.
Teorem 2.2.3. G bir grup ve y, Ggrubunun fuzzy alt grubu olsun. Vx € G igin,

1. u(e) = u(x)

2. n(x) = u(x™1) dir.
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Ispat 2.2.3.

1. Vx € G igin,
u(e) = plxx™") = p(x) Au(x) = p(x)

2. Vx € G i¢in,
pe) = pu((x™H™) = p(x™) = p(x)

Teorem 2.2.4. G sonlu bir grup olmak lizere eger p(xy) = pu(x) Au(y) ise u, G

grubunun fuzzy alt grubudur.

Ispat 2.2.4.

x = e olsun.

u(e™) = u(e) saglar.

x # e olsun.

x" = x% olacak sekilde r > s = 0r,s € ZT mevcuttur.
xS =edirrr—s—12=0olur.

x 1 =x""5"1 € ¢ dir.

ulx™) = u(x™51) > u(x) elde edilir.

Teorem 2.2.5. G bir grup ve u, G grubunun fuzzy alt grubu olsun. Vx,y € X i¢in,
u(xy) = u(y) olmasi igin gerek ve yeter kosul p(x)=p(e) olmasidir.

Ispat 2.2.5.Vx,y € G igin p(xy) = p(y) olsun. y = e olarak almirsa p(x) = p(e) elde
edilir. Bu sefer Vx,y € G i¢in pu(x) = p(e) olsun. Su halde p(x) = p(y) olup

n(xy) = p(x) Ap(y) den p(xy) = w(») (1)

n() = plx~txy) = p(x) A plxy)

dir.
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p(x)=u(e) oldugundan u(y) = p(xy)

(1) ve (2) den u(xy) = u(y) elde edilir.

Teorem 2.2.6. G bir grup ve u, G grubunun fuzzy alt grubu olsun.

Vx,y € G igin, p(x) < p(y) ise

uCxy) = u(yx) = p(x)

dir.

Ispat 2.2.6. Vx,y € G igin, p(x) < u(y) olsun.

n(xy) = p(x) A p(y) = u(x) ve u(xy) = p(x) olur.
n(x) = uCeyy ™) = u(xy) A u(y) den p(xy) < p(x) olur.
Sonug olarak p(xy) = u(x) elde edilir

Vx,y € G igin p(x) < u(y) olsun.
uyx) = p(x) A u(y) = u(x) ve u(yx) = u(x) olur.
n(x) = u(y~tyx) = u(y) A p(yx) den p(yx) < p(x) olur.

Sonug olarak p(yx) = p(x) elde edilir.

Teorem 2.2.7. G bir grup ve u, G grubunun fuzzy alt kiimesi olsun. p, G’nin fuzzy alt

grubu ise V a € [0, u(e)] igin p, kiimesi G nin bir alt grubudur.

Ispat 2.2.7. ¥x € G i¢in p(e) = a dir ve e € p, olur. Dolayisiyla p, # @ dir.

Vx,y € U, i¢in u(x) = a, u(y) = a’dir. p(xy) = u(x) A u(y) = a A a = a oldugundan

Xy € W, dir.

Vx € pgicin p(x™1) = p(x) = a oldugundan p(x~1) > avex™! € y, dir.
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Sonug olarak  p, , G’nin alt grubu oldugu gosterilir.

Teorem 2.2.8. G bir grup ve p, G grubunun fuzzy alt kiimesi olsun. Va € Im(p) i¢in

g, G’nin alt grubu ise p, G grubunun fuzzy alt grubudur.

Ispat 2.2.8. x,y € G i¢in

u(x) =a u(y) = bolsun.
a<bveyab < adrm.

a < b alalim.

ux)Au(y) =aAb =aolur.
a<b=u, S u,dir.

Yy € U, olur.

X € U, dir.

x 1 € pg dir.

Ug alt grup oldugundan

xy~1 € u, olur.
uxy™ za
u(xy™Y>a=anAb
uley™) = p() Au@) .

Teorem 2.2.9. G bir grup ve u, G grubunun fuzzy alt grubu ise ., , G’nin alt grubudur.

Ispat2.2.9. 1, = {x € G : p(x) = p(e)}

x =eigin pu(x) = ple),eep, vep, #0

Vx,y € W, igin p(xy) = u(x) A u(y) = p(e) Aule) = u(e)
Ve Xy € |,

Vx € p, icin u(x™1) = u(x) = p(e) ve x~1 € p,’dir.
Boylece W, G grubunun alt grubudur.
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Teorem 2.2.10. G bir grup ve p, G grubunun fuzzy alt grubu ise u* , G’nin alt grubudur.

Ispat 2.2.10. p* = {x : p(x) > 0,x € G} dir. p(e) > 0 ve e € p* oldugundan p* # @
dir.

Vx,y € u*igin u(x) > 0,u(y) > 0ise u(x) Au(y) > 0°dir
n(xy™) = px) Au(y) >0 ve xy~1 € p* elde edilir. Boylece p* , G grubunun alt

grubudur.

Teorem 2.2.11. G bir grup olsun. p fuzzy alt kiimesinin, G grubunun fuzzy alt grubu

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

1. Hop S p

2. p=pt

Ispat 2.2.11. 1, G grubunun fuzzy alt grubu olsun.

Vx € G i¢in

(o (@) =v{n) Aw2):y,z € G,x =yz} = u(t)

x =tk t,k € G olduguna gore

n(x) = u(tk) = n(@) Auck) = u(t)

elde edilir.

Sonug olarak (po w)(x) < u(x) ve peo p € p bulunur.

Vx € G igin p~1(x) = p(x™1) = p(x) oldugundan p = u~* elde edilir.
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Bukez popu S pvep=ptolsun.

Vx,y,z € G i¢in z = xy olsun

pxy) =@ = (e w(2) = Viu) Au():x,y € G,z = xy} = u(x) Ap(y)
Vx € G igin p(x) = p~1(x) = p(x1) dir.

O halde p, G grubunun fuzzy alt grubudur.

Teorem 2.2.12. G bir grup ve y, v, G grubunun fuzzy alt gruplar1 olmak tizere p o v,

G grubunun fuzzy alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter sart i o v = v o pu olmasidir.

Ispat 2.2.12. po v , G grubunun fuzzy alt grubu olsun. Teorem 2.2.11 (2)’den p = p~?!

ve v = v~1dir. Dolayisiylapov = p~tov™t = (wop)™t =vopu elde edilir.
Tersine po v = v o polsun.
(Lov)o(pov) =po(vop)ov
= |-l°(U-°U)°17:U-°U
(o) =@ew t=ptovt=pov

Sonug olarak Teorem 2.2.11°den p o v, G’nin fuzzy alt grubudur

Teorem 2.2.13. G bir grup ve Vi € [ i¢in y;, G ’nin fuzzy alt gruplar1 olmak iizere
Nies Wi, G’nin fuzzy alt grubudur.

Ispat 2.2.13. Vx,y € G igin

(ﬂ u)(xy™h) = /\ wxy™) = /\(ui(x) A ()

i€l i€l i€l
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= (\ e A (\ no»

i€l i€l

= (ﬂ m) (x) A (ﬂ m) ()

i€l iel
Sonug olarak N;¢; Wi, G’nin fuzzy alt grubudur.

Teorem 2.2.14. f: G — H grup izomorfizmasi olsun. pu : G — [0,1] fuzzy alt grup
v : H - [0,1] fuzzy alt grup olsun. f(x), H’nin fuzzy alt grubudur.

Ispat 2.2.14. Yu,v € H icin f(x) = u, f(y) = v olacak sekilde 3x,y € G .
(Fw)wn) = \/ @z €6, £() = uv)
(@) = \[u@:z€6.£() = f@.F0))
= @iz e6. £ = foo)
_ \/{u(z):z €G,z=x7y)
> \ /Gy €6.f@) =u,f() = v)
> \/ ) AuG)ixy €6, 700 =, f) = v}

= (\/{p(x):x €G,f(x) =u})A (\/{u(y):y €G.f() =v})

= (fW)W A (f()®)

33



@)™ =\t xe6,f6x) = F@ " =u

ZV{H(X)‘XE G,f(x)=u}

= (f(w)@w)
Sonug olarak f{u), H grubunun fuzzy alt grubudur.

Teorem 2.2.15. f:G —» H grup izomorfizmasit ve v, H 'nin fuzzy alt grubu olsun.

£~1(v), G nin fuzzy alt grubudur.
Ispat 2.2.15. Vx,y € G igin,
fH W) ay) = v(f(y) = v(f(DfB)) 2 v(f () Av(f ()
= WE AT WG)
fr@EM =v(fx™D) =v(f™M 2 v(f(0) = F W)
sonug olarak f~1(v), G’nin fuzzy alt grubudur,

Ornekler

1. Z tam sayilar kiimesi + islemine gore bir gruptur u: Z — [0,1]’e Vx € Z i¢in u(x) =

% olarak tanimlanan y fuzzy kiimesi Z tam sayilar kiimesinin fuzzy alt grubudur.

2. w:Z —[0,1]’e Vx € Z i¢in

1
ey =17 XE
0 X €EZ—37
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olarak tanimlanan u fuzzy kiimesi Z tam sayilar kiimesinin fuzzy alt grubudur.
3. G, Klein 4’lii grup G = {e,a, b,ab} ve a®> = b?> = e, ab = ba iken
ule) =1,u(a) =pu) =t (0 <t <1),u(ab) =1

olsun. Su halde ¢, G grubunun fuzzy alt grubudur.

2.3. Fuzzy Normal Alt Gruplar

Bu bolimde ilgili tanim ve teoremler (Mordeson ve Malik, 1998)’dan

faydalanilmistir.

Teorem 2.3.1. G bir grup ve u, G’nin fuzzy alt grubu olmak iizere Vx,y € G igin

asagidaki ifadeler birbirine denktir.

1. p(xy) = u(yx)

2. p(xyx™) = u@®»)
3. ulxyx™H) = u(y)

4. pxyx™) < p@)

Ispat 2.3.1.

()=(2) Vx,y € G icin p(xyx™1) = u(xy.x™1) = u(x~L.xy) = u(y) elde edilir.

(2)=(3) Vx,y € G i¢in p(xyx~1) = p(y) oldugundan p(xyx~1) > u(y) dir.

(3)=(4) Vx,y € G igin
pOyx™) < plehoayx ™ ()™ = plxehayxTh x) = p(y)
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(4)=(1) vx,y € G igin p(xy) = plxyxx~!) = plx. yx. x™) < p(yx) *)
wyx) = nlyxyy™) = p(y.xy.y™) < u(xy) (**)
Sonug olarak (*) ve (**) dan p(xy) = u(yx) oldugu elde edilir.

Tanim 2.3.1. Bu sartlardan en az biri saglanirsa G fuzzy alt grubuna fuzzy normal alt

gruptur denir.

Teorem 2.3.2. G bir ve pu, G’nin fuzzy alt grubu olsun. Vx,y € G igin p(xy) = u(yx)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul v, G’nin fuzzy alt grubu olmak lizere pov =vop

olmasidir.

Ispat 2.3.2. =: Vx,y € G igin p(xy) = p(yx) olsun.
(ho)@ = \ /Gy ™) Ave):y € 6}

= \/{u(xy‘l) Av(y):y € G}

= (vow(x)
Buradan po v = v o p elde edilir.

&: pov =wvopolsun. Vx,y € G igin Iy-nyop=pelg-nve
(1p1y°1) @ = V{190 AuGx) ¥ € 6} = ) *)
(wolp1) ) = V{aCn) AL ¥ € 6f = u(yx) ()

Sonug olarak (*) ve (**) den pu(xy) = u(yx) elde edilir.
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Teorem 2.3.3. G bir grup ve p, G’nin fuzzy normal alt grubu olmak {izere p, ve p*

kiimeleri G’nin normal alt grubudur.
Ispat2.3.3. p, = {x € G : p(x) = p(e)}, G’nin alt grubudur. Vy € p, igin
u(y) = u(e) dir. vx € G icin u(xyx~1) = u(y) = u(e) dir ve xyx~1 € p, dir.

Sonug olarak ., G’nin normal alt grubudur.

W ={x:u(x) > 0,x € G}, G’nin bir alt grubudur. Yy € p* igin u(y) > 0 dir.
Vx € G igin p(xyx~1) = p(y) > 0 dir ve xyx~1 € p* dir.

Sonug olarak p*, G’nin normal alt grubudur.

Teorem 2.3.4. G bir grup ve u, G nin fuzzy alt grubu olsun.

N ={x:x € G,ulxy) = u(yx),vy € G}

kiimesi G’nin bir alt grubudur.

Ispat 2.3.4. G grup oldugundan Vx € G igin pu(ex) = u(x) = p(xe) ve e € N(p) # @
dir.

Va,b € N(u) ve Vx € G igin

uw(abx) = u(a.bx) = u(b.xa) = p(xa.b) = u(xab)

ve ab € N(p) elde edilir. *)

Vy€eN(L vevz € G igin

ny'z) = W@z )™ = pz ) = ulyz ) = p((zyH™) = pzy™)
ve y~1 € N(p) elde edilir. **)
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(*) ve (**) dan N(u), G’nin bir alt grubudur.

Teorem 2.3.5. G bir grup ve u, G’nin fuzzy alt grubu olsun. u, G grubununun fuzzy

normal alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vx,y € G olmak {izere

u([x, y]) = u(e) olmasidir.

Ispat 2.3.5. =: u, G’nin fuzzy normal alt grubu olsun.

Vx,y € G igin p(x "ty 'x) = p(y™h)
ey Ty ™) =ur™) = wlxyly™ =@y,
u(x) = u(e) oldugundan p([x, y]) = u(e) elde edilir.

<:Vx,y € G igin u([x, y]) = n(e) olsun.

w(lx yly ™) = u@y=*x™)
S pixty Tty ) = p(x Ty ™
Sux Ty ™) =uyx™
e u((@x)™) =puCy»™
& u(yx) = ulxy)

Boylelikle p, G grubunun fuzzy normal alt grubu olur.

Teorem 2.3.6. G bir grup ve p, G ’nin fuzzy alt grubu olsun. p, G grubunun fuzzy
normal alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vx,y € G olmak iizere

u([x, y1) = u(x) olmasidir.

Ispat 2.3.6. u, G grubunun fuzzy normal alt grubu olsun.

Y x,y € G olmak lizere

n(lx, yD = pixe "ty 2xy) = px™ D) Ap(y~txy) = plx) Aplx) = p(x)
elde edilir.
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Vx,y € G i¢in pu([x, y]) = u(x) olsun.

u(y'xy) = plex "ty txy) = plxlx, y]) = plx) A p(lx, y])
= p(x) A p(x) = p(x)

elde edilir ve u, G grubunun fuzzy normal alt grubu olur.

Tanim 2.3.2. G bir grup ve p, G’nin fuzzy alt grubu ve x € G olsun. p(e)yop ye
p’nin x’e gore fuzzy sol koseti denir ve xu ile gosterilir.p o u(e)gy Yye u nin x’e gore
fuzzy sag koseti denir ve ux ile gosterilir. Eger p, G 'nin fuzzy normal alt grubu ise xp =
ux dir.

Teorem 2.3.9. G bir grup ve u, G’nin fuzzy alt grubu olsun. Vx, y € G i¢in

1 xp=yp & X = Y.

2. ux =uy © p.x = pydir.

Ispat 2.3.9. xp = ypolsun.

O takdirde Vz € G i¢in p(x~1z) = p(y~1z) dir.
z = y olarak almirsa u(x~1y) = u(y~1y) = u(e) ve x~1y € p, dir.

Sonug olarak xp, = yu, elde edilir.

Bu kez xu, = yu, olsun.

Su halde x™1y € p, ve y~1x € p,’dur.

V z € G igin
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u(x~1z) = u(x"yy~'z) = p(xty) Au(y'z)
= Auly 'z

=u(y'2)
elde edilir.
Yz € G igin
u(y'z) = u(ytxx"'z) = p(y'x) Ap(x'z)
= u(e) Au(x~'z)
= u(x"'z)
elde edilir.

Sonug olarak p(x~1z) = u(y~1z) ve xp = yp elde edilir. 2 de benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.3.10. G bir grup ve u, G’nin fuzzy normal alt grubu olsun. Eger x,y € G igin
xp = ypise u(x) = p(y) dir.

Ispat 2.3.10. xp = ypolsun. x~'y € p, ve y~1x € p,’dur.
n() = p(yy=x) = p() Ar@y %) = p() Ape) = k) *)
m(y) = plex™y) = u(x) Aue) = ux) Aple) = u(x) ()
(*) ve (**) dan p(x) = u(y) elde edilir.

Teorem 2.3.11. f: G — H grup izomorfizmasi ve W, G’nin fuzzy normal alt grubu ve
H’de bir grup olsun. f(u), G grubunun fuzzy normal alt grubudur.

Ispat 2.3.11. Yu,v € H i¢in

f(x)=uvef(y)=v,3x,y €G.
Fe@ou™ =\ [,z €6, () = wwu)

= \/tuCeyx0, £ (@) = wru )
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> \/wo).f» =v)

=fw)

Teorem 2.3.12.f:G — H grup izomorfizmasi ve v, H ’nin normal alt grubu olsun
Buradan f~(v), G’nin fuzzy normal alt grubudur.

Ispat 2.3.13. f~*(v), H’nin fuzzy alt grubudur.
Vx,y € G igin
fr@ ) = v(f(xy) = v(ff ()
=v(ff ) = v(f(yx))
= f (W) (yx)

f~(v), G’nin normal fuzzy alt grubudur.

3. TARTISMA VE SONUCLAR
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Liitfi Zadeh’in 1965 yilinda vermis oldugu fuzzy alt kiime tanimindan sonra
klasik cebirdeki kiime kavrami, fuzzy alt kiime tanimi ile bir ¢ok matematikgi tarafindan
fuzzy cebire uygulamaya calisilmistir. Klasik cebirde ki tanim ve teoremlere paralel
fuzzy alt kiime tanimi kullanilarak bu tanimlari dogrulayacak teorem ve Ornekler
incelenmistir. Bizde kendi ¢alismamizda fuzzy alt grup ve fuzzy normal alt grup

tanimlarini verdik ve bu tanimlarla klasik cebirde ortiisen teoremler ve drnekler yaptik.

4. ONERILER
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Klasik Cebirdeki birgok tanim fuzzy cebire aktarilmaktadir. Bu ¢alismalarin bir
standardi olmadig1 i¢in bir¢ok farkli tanim verilebilmektedir. Bu anlamda fuzzy cebirin
bir sonu yoktur. Verilebilecek tanimlar ve teoremlerle fuzzy cebir ¢ok genis olarak

incelenebilir.
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