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ONSOZ
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OZET

COKLU SOLITONLAR VE LINEER OLMAYAN KISMi DIiFERENSIYEL
DENKLEMLER

Emirhan OZDEMIR

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal
Yiiksek Lisans Tezi
Damismani: Yrd. Dog. Dr. Mehmet UNLU

Soliton, sabit hizla seklini degistirmeden hareket eden bir soliter dalgadir. Coklu solitonlar ise
birden fazla soliton barindiran ¢oziimlerdir. Coklu solitonlar igindeki her bagimsiz soliton
kendine ait bir hizla hareket eder ve birbirlerini dogrusal olmayacak sekilde etkilerler. Bu
etkilesim esnasinda sekilleri degisir ve etkilesimden sonra kendi orijinal sekline geri donerler.
Matematikte solitonlar, bazi lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin 6zel ¢oziimleridir.
Bunlar, ilgili adi diferansiyel denklemde geri yansimaz potansiyele karsilik gelir.

Bu ¢aligmanin amaci bazi lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin N-soliton ¢6ziimlerinin
tam ¢ozim formiillerini elde etmek i¢in ADV (Aktosun, Demontis, Van der Mee) metodu olarak
bilinen genel bir metodu uygulamaktir. Bu lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerden
bazilar1 Korteweg-de Vries, degistirilmis Korteweg-de Vries ve lineer olmayan Schrodinger
denklemleridir. Bu agik formiiller bir A, B, C sabit ii¢lii matrisi cinsinden yazilir ve {istel matristen
faydalanilir. Burada N, herhangi bir pozitif tam say1 olmak {izere A matrisi NXN, B matrisi Nx1

ve C matrisi 1xXN boyutundadir.

2017, 57 sayfa
Anahtar Kelimeler: Soliton, Coklu Solitonlar, KdV Denklemi, mKdV Denklemi, NLS
Denklemi.
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ABSTRACT
MULTI-SOLITONS AND NONLINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
Emirhan OZDEMIR

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Mehmet UNLU

A soliton is a solitary wave traveling at a constant speed without changing its shape. Multi-
solitons are solutions that contain two or more solitons. Multi-solitons are special in the sense that
the individual solitons in them travel at their own speeds and those individual solitons interact
nonlinearly with each other. While this interaction their shapes is changed, and they return to their
original shapes after the interaction. Solitons in mathematics are special solutions to some nPDE.
They correspond to reflectionless potentials in the corresponding linear ordinary differantial
equations.

The aim of this thesis is to apply a general method by known ADV (Aktosun-Demontis-Van der
Mee) method to acquire explicit formulas for the N-soliton solutions to some to some nPDE’s.
These nPDE’s are KdV, mKdV, NLS, etc. Such explicit formulas are expressed in terms of a
constant matrix triplet A,B,C and by using matrix exponential. Here, A has a matrix size N X N,

B has a matrix size N x 1, and C has a matrix size 1 X N, where N is a positive integer.

2017, 57 pages
Keywords: Soliton, Multi-Solitons, KdV Equation, mKdV Equation, NLS Equation.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Dalgalar, bir cismin ortamdaki sarsintiyla yeni diizene gectigi hal olarak
tanimlanabilir. Dalgalar zamana ve konuma bagli sinyallerdir ve onlarin yayilimlar
cesitli kismi diferansiyel denklemler tarafindan ifade edilir. Dalgalar, lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin ¢alismalarinda goriilmektedir ve ilerlemeleri esnasinda
sekillerini ve genliklerini korumaktadir. Basit bir dalga f(x — ct) fonksiyonu ile
tanimlanir. Burada x konumu, t zamani ve ¢ dalganin hizin1 belirtir. Eger ¢ pozitif ise
dalga sag tarafa, ¢ negatif ise dalga sol tarafa dogru hareket eder. Dalgalar; salinim,
frekans, periyot ve hiz gibi karakteristik 6zelliklere sahiptir. Bu 6zellikler bize dalgalarin
matematiksel olarak daha iyi tanimlanmasina yardimci olur. Daha komplike bir dalga
farkli sabit frekanslara sahip olan basit siniizoidal dalgalarla olustugu varsayilabilir. Eger
bu siniizoidal bilesenlerin her biri ayni hizda ise bu dalga sa¢ilimsiz bir dalga olarak
adlandirilir ve dalga higcbir degisiklige ugramaksizin hareketine devam eder. Ancak bu

hiz ayn1 olmadig1 takdirde bu dalga yayilir ve sekli degiserek hareketine devam eder.

Dogada birgok dalga ¢esidi vardir. Bunlarin bazilar1 elektro-manyetik dalgalar, ses
dalgalari, sok dalgalar1 ve sismik dalgalardir. Genelde bir dalganin tanimlanabilmesi i¢in
iki bagimsiz degisken olan zaman ve konum ve onlarin iki degiskenli fonksiyonu olan

u(x, t)’ye ihtiyag duyulur.

Soliton iizerinde yapilan ¢alismalar 18.yy dayanmaktadir. Arastirmacilar 6zel
¢Oziimleri olan lineer olmayan dalga denklemlerine ulasmislardir. Tek bir soliton sabit
hizda ve seklini koruyarak hareketlerini siirdiiriir. Coklu solitonlar ise birgok solitondan
olusur ve onlarin hizlari, sekli farkli olabilir. Coklu solitonlarda bagimsiz solitonlar
birbirleri ile etkilesime girer. Gliniimiizde soliton kavramui fizigin bir¢ok bilim dalindaki
bilim adamlarinin hayal giiclinii zorlamistir. Tarihsel olarak bir solitonun ilk gézlemi
Isko¢ bilim adami John Scott Russel tarafindan Agustos 1834 de gerceklesmistir.
Glasgow ve Paisley arasindaki dar bir kanalda Russel hizla giden bir botun durduktan
sonraki olusturdugu dalgayr izleyerek yeni bir gozlem yapti. Russel olusan seklin

yuvarlak, diiz ve seklinin degismeden hareket ettigini gdzlemlemistir.
1



Bu tezde calisilacak {li¢ denklem, solitonlar iizerinde yapilan aragtirmalar arasinda
en genis capta olanlaridir (Garcia, 2010). Bu denklemler Korteweg-de Vries (KdV),
degistirilmis Korteweg-de Vries (mKdV), lineer olmayan Schrodinger (NLS)
denklemleridir. Korteweg-de Vries (KdV) denklemi kalp tarafindan pompalanan kanin
akisini1 (Duan vd., 1997; Kevrekidis vd., 2003) ve soguk plazmada hidro manyetik akisi
tamimlamak, degistirilmis Korteweg-de Vries (mKdV) denklemi trafik sikisikligini
(Komatsu ve Sasa, 1995) modellemek, lineer olmayan Schrédinger denklemi (NLS) derin
sulardaki yiizey dalgalarini ve optik fiberlerdeki elektro manyetik dalgalari modellemekte

kullanilir.

1.2. Tamimlar

Tammm 1.1. Bilinmeyen fonksiyonu ve bu fonksiyonun tiirevlerini igeren denkleme

diferansiyel denklem denir.

Bir diferansiyel denklem eger tek bir degisken iceriyorsa bu tiir denklemlere adi

diferansiyel denklem denir.

Iki veya daha fazla bagimsiz degisken iceren diferansiyel denkleme kismi

diferansiyel denklem denir.

Tammm 1.2. Bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin katsayilari
bagimsiz degisken ihtiva ediyor ise bu diferansiyel denkleme lineer diferansiyel denklem
denir.

Eger diferansiyel denklemde bagimli degisken, iistel, logaritmik veya trigonometrik
olarak bulunuyorsa ya da bagimli degiskenin kendisi veya herhangi bir tlirevinin derecesi
birden biiyiik ise bu tiir diferansiyel denklemlere de lineer olmayan diferansiyel denklem

denir.

Tanmm 1.3. g yer¢cekimi ivmesi olmak {izere, h yiiksekligine sahip olan ve bir kanalda

hareket eden d genligindeki bir soliter dalga, v = ,/g(d + h) hizina sahiptir. Bagka bir

deyisle dalganin hiz1; genligine, suyun yiiksekligine ve derinligine baglidir.



uixt) 4

0 X
Sekil 1. Bir soliter dalga

u(x,t) = f(x — vt) ile ifade edilen dalganin v > 0 olmas1 halinde, x ekseninin pozitif
yoniinde; v <0 oldugunda ise x ekseninin negatif yoniinde hareket ettigi
belirtilmektedir.

Tamm 1.4. A, n X n boyutunda reel veya kompleks degerli bir matris olsun. I,,, n X n
boyutunda birim matris, Z,, ise sifir matrisi olarak tanimlanirsa

A matrisinin tistel gosterimi e? veya exp(A) seklindedir. Bu iistel gdsterimin seri

acilimi
1 1 1 Ak
A _ A2 L A3 4 — Ak — il
e —In+A+2!A +3!A+ +k!A = ]
k=0
seklindedir.
Ustel matrisin bazi 6zellikleri,
o ein=1,
° e/lAeuA — e(/1+u)A
e Eger AB = BAise e“e® = e4*8 (ir.
o eled =1,
e A matrisi e*4 ile degismelidir. (Adet4 = e'4A)
e Eger D =diag(dy,dy, ... ... ... e PRI ,dy) ise

el = diag(e?,e%, ... .. cedi ... ,edn) dir.

e Eger B tersi mevcut ise e48™" = Be4B~1 dir.

o det(e?) = iz



Tamm 1.5. (Leibnitz Kural)

u = u(x) ve v = v(x), [a, b] arali1 tizerinde taniml1 ve diferensiyellenebilir iki

fonksiyon olsun. [a, b] aralig1 iizerinde integrallenebilir f fonksiyonu i¢in

v(x) 0

dix [fv((;))f(x, t)dt] = f(x,v())v' (x) — £ (o, ulx))u'(x) + fu(x) af(x, t)dt

u

Ozel olarak, eger u(x) = uve v(x) = v (u,v € R) ise
L[J2 £ tdt] = [} f(x 0)de olur.

Tamm 1.6. (integrallenebilirlik)
Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler i¢in baslangi¢ deger problemi, ters
sacilim metodu yardimiyla c¢oziilebilirse buna lineer olmayan kismi diferansiyel

denklemlerin integrallenebilirligi denir.

Tanimm 1.7. Dalgalar olusmasi esnasinda ve sonrasinda sekillerini degistirmiyorsa bu

dalgalara soliter (solitary) dalga ad:1 verilmektedir.

Tanim 1.8. (d’Alembert Coziimii)
D'Alembert yontemi, bir telin titresimini modelleyen tek boyutlu dalga denklemi

olan
0%y 1 0%y

denklemine bir ¢oziim getirir.
Genel ¢0zlim, yeni degiskenler ¢ = x — ct ve n = x + ct tanimlanarak elde edilebilir.

Zincir kuralt kullanilarak

9 9§90 and

ax  9x9f  axom

a 9
=— +— (1.2.2)
¢ dn



9 9£9 o

ot~ 9t T atay
9

= —Ca—§_+ C% (123)

elde edilir. Buradan

02 0 0d\(0y 0
(2 )22
0x? 0¢&  on/\oé¢  on

0%y 0%y 0%y
=35+ 295 * 32 (1.2.4)

= ¢? (;2?32/ — 2c? aa;g; + c? 372732] (1.2.5)
olur. Bu ifadeler yerine yazilir ve diizenlenirse
aa;a};; -0 (1.2.6)
elde edilir. Bu kismi diferensiyel denklemin genel ¢6ziimii
y(x,t) = f(§) +gm)
=f(x—ct) + g(x +ct) (1.2.7)

seklindedir. Burada, f saga ve g ise sola hareket eden dalgay1 temsil eden keyfi
fonksiyonlardir. Tel boyunca fark fonksiyonu x ve dikey hizi g—lt, l¢=0 = Vo(x) olmak

tizere y(x,t = 0) = y,(x) pozisyonunda bulunan bir tel i¢in baslangi¢c deger problemi

asagidaki gibi bulunabilir. Baslangig sartlar1 ve (1.2.7) den

Yo(x) = f(x) + g(x) (1.2.8)



olur. t’ ye gore tiirev alinirsa

vox) = f1(0) 52 4 g/ () 250

=—cf'(x) +cg'(x) (1.2.9)
ve integral alinirsa
fxvo(s)ds = —cf(x) +cg(x) (1.2.10)

a

elde edilir. (1.2.8) ve (1.2.10), f ve g fonksiyonlari i¢in ayn1 anda ¢oziiliirse

1 1 (*

f(x)=§yo(x)—zjavo(s)ds (1.2.11)
1 1 (%

g(x)=§yo(x)+zja vo(s)ds (1.2.12)

bulunur ve bu ifadeler (1.2.8) de yerine yerine yazilirsa

x+ct

1 1 1
y(x, t) = Eyo(x —ct) + Eyo(x +ct) + ZJ vo(s)ds (1.2.13)

x—ct

seklinde, belirtilen baslangi¢ sartlariyla verilen dalga denklemi ig¢in ¢6ziim bulunmus

olur.
1.3. KdV Denklemi I¢in Varhk ve Teklik

Miura, Gardner ve Kruskal (1968), KdV denkleminin dikkat edilmesi gereken
ozelliklerden bir tanesi olan enerji integrallerinin sonsuz sayida var oldugunu gosterdiler.

Daha sonra Kametaka (1969), Bona ve Smith (1975), KdV denklemi i¢in baslangi¢ deger

6



probleminin bir tek global ¢oézliimiiniin varligini ispatladilar. Korteweg-de Vries
denkleminin bir baslangi¢ deger problemini

U FUUy U =0, >0
u(x,0) = g(x), —0o<x <+ (1.3.1)

seklinde alinsin. Baslangi¢ deger probleminin bir tek diizgiin ¢6zlimiiniin var oldugunu

ispatlamak i¢in

n =0,1,2,3,4 icin

(0]

J

—00

d"g 2
dxn

< (1.3.2)
kosulu (Bona ve Smith 1975), belirli bir 6zdeger problem ¢6ziimiine sahip olmasi i¢in de

j 1+ xDIg(O)ldy < o (13.3)

kosulu kullanilir.

Baslangic¢ ve sinir deger problemi ise bir ucunda dalga yapiciyla suyu igeren bir
diizgiin agik kanalin matematiksel modeli olarak diisiiniilebilir. Bu baslangi¢ ve sinir

deger problemi

R* x (0, T) tizerinde u; + Uty + Uy = 0;

x € R* igin u(x, 0) = u,,

u(0,t) =0vex - oo i¢inu(x,t) » 0 (1.3.4)

seklinde ele alinsin. Eger u,, Wol’2 (R*)7 iginde ise (1.3.4)’ iin bir zay1f global ¢dziimii

var oldugu gosterilir. u, W06'2(]R+) igindeyken |[[uy|lq » kii¢iikse o zaman, T = Tj ile
R* x (0, T,) lizerinde (1.3.4)\in bir tek klasik ¢6ziimii vardir (Ton 1977).

Uyyr 10 isareti degistiginde baslangic sinir deger problemi
R* x (0, T) lizerinde u; + Uty — Uyyy = 0;

u(x,0) = uy, u(0,t) = uy, u,(0,t) =0vex - coiginulx,t) - 0 (1.3.5)



seklinde ele alinsin. Eger [|uy||, , kiigiik ve T = T; iken uy, WOZ’Z(R+) icinde ise

R* x (0,T;) tizerinde (1.3.5)’in bir tek zayif ¢6ziimiin var oldugu gosterilir.

ug, Wy* (RY) igindeyken ¢oziim klasiktir (Ton 1977).
Ayrica KdV denkleminin
Uy — Ul — Uy = f(x, 1),  (x,t) € RY X (0,00)
u(x,0) = gx), x e R* (1.3.6)

seklindeki Cauchy problemi i¢in varlik ve tekligine Kametaka (1969) kaynagina
bakilabilir.

1.4. KdV Denklemi i¢in Tam Céziim Yontemleri

KdV denklemi genel olarak
U + 6UMUy + Uyyy =0
formundadir. Burada u = u(x, t) dalga fonksiyonudur. c, dalga yiiziiniin hiz1 olmak

lizere baz1 n degerleri i¢in spesifik tam ¢éziimler asagidaki tablodaki bigimde belirlenir.

n u(x,t) n u(x,t)

1 %sech2 g (x —ct) 4 (%)Z sech% (2\/E(x — ct))
7c % 2(5

2 Vesech((We(x — ct))) 5 <7) sechs (E Ve(x — ct))

1
6

3 3\/§sech§ (;\/E(x - ct)> 6 (%) sech3 (3\/E(X - Ct))




KdV denkleminin birgok 06zel ¢oOziimii vardir. Bunlardan bazilar1 backlund
dontligiimil, ters sagilma doniisiim, siniis-kosiniis, tistel fonksiyon, (G'/G)- agilim ve
jacobi eliptik fonksiyon ac¢ilim metotlaridir. Burada yalnizca ters sagilma doniisiimii ele

alinacaktir.
1.4.1. KdV Denklemi I¢in Ters Sa¢ilma Déniisiimii Yontemi

Ters sa¢ilma doniisiim metodu bazi lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin
¢oziimiinde kullanilir (Culha, 2014). Bu metot Fourier doniistimiiniin lineer olmayan bir

benzeridir. i1k olarak
Up — 6UU, + Uyyy = 0 -0 < x < (1.4.1.1)

formundaki KdV denklemi ele alinsin. Sonrasinda Sturm-Liouville problemi ile bir

bagintisinin var oldugu gosterilsin. Bunu gostermenin basit yollarindan bir tanesi
v(x, t) fonksiyonunu
u=v%+v, (1.4.1.2)

olacak sekilde ifade etmektir. Bu doniisiime Miura doniisiimii ad1 verilmektedir. (1.4.1.2),

(1.4.1.1) de yerine yazilirsa
20V, + Vg — 6(V? + 1) 20Uy + Vyy) + 6V Vpy + 200505 + Vs = 0
elde edilir. Denklem diizenlendiginde

(Zv + ai) (v — 6V%Vy + Vyyy) =0 (1.4.1.3)

seklini alir. Dolayisiyla v,
Ve — 6020 + Vyyy = 0 (1.4.1.4)

denkleminin bir ¢6ziimii ise o zaman (1.4.1.2) denklemi, (1.4.1.1) KdV denkleminin bir

¢Oziimiinii ifade eder.

(1.4.1.2) denklemi Riccati tipi diferensiyel denklemdir. Diferensiyellenebilir
fonksiyon olan ¥ (x; t) = 0 igin

_ s
v="7, (1.4.1.5)



doniisimiiyle (1.4.1.2) denklemi lineerlestirilebilir. (1.4.1.2) denklemi (1.4.1.5)

doniistimiiyle i i¢in

Yux —up =0

zamandan bagimsiz Sturm-Liouville denklemi haline gelir. Baginti KdV denkleminin

Galile tipi invaryant olarak alinmasiyla tamamlanmis olur. Yani
ulx,t) > A+ ulx+64,t), — <A<

ifadesi keyfi (reel) bir A i¢in (1.4.1.1) denklemini degismez kilar. Cilinkii x-bagimliligi bu

doniisiim altinda degismezdir. u yerine u — A olarak alinirsa

Yy + A=Y =0, —00 < x < (1.4.1.6)
olur. Bu ise u potansiyelli ve A 6zdegerli Sturm-Liouville denklemidir. Bu denklem vy
igin ¢oziiliirse, (1.4.1.5) ve (1.4.1.2) denklemleri yardimiyla u hesaplanabilir.

Simdi ters sagilma doniisiimiiniin, KdV denklemi i¢in baslangi¢ deger probleminin

¢ozlimiinlin bulunmasinda nasil kullanilacag: anlatilacaktir.

u(x,0) = f(x) kosulu ile

U — OUU, + Uyyy = 0 —o<x <™

Oncelikle t =0’ da verilen u(x,0) degeri icin sacilma problemi ¢dziilebilir.
(1.4.1.6)daki Strum-Liouville denkleminin spektrumu, 2 > Oi¢in A = k2 ve 12 < 0 i¢in
A = —k2 seklinde sonlu sayida 6zdegerden olusmaktadir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen
Ozfonksiyonlar hesaplanabilir ve bunlarin asimptotik davramislari asagida gorildigi
gibidir.

0<A=k?ile

x — oo iken P (x, t)~e ¥ + b(k, t)e*

x — —oo iken Y (x, t)~a(k,t)e ¥

ve 0 >1=—k2ile

x — o iken Y, (x, t)~c exp(—kK,x)

Boylece t = 0 anindaki sagilima verisi
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S(,0) = {(itn cu(0)).,_,, bk, 0), alk, 0)}

olarak elde edilir. Burada —k2 ayrik spektrumu, c¢,(0) normallestirme sabitlerini,
b(k,0) ve a(k,0) ise yansima ve iletim katsayilarini temsil eder. Bulunan bu sag¢ilma
verisinin zamana bagli gelisimi (time evolution) belirlenebilirse, 0 zaman herhangi ileriki

bir zamandaki sagilma verisini asagidaki gibi belirlenebilir.
K, = sabit

cn(t) = cn(0)exp(4xyt)

a(k,t) = a(k,0)

b(k,t) = b(k,0)exp(8ik3t)

Boylece t > 0 anindaki sagilma verisi

S,6) = {(n cu(®)._ . bk, 1), alk, 1)}

olarak bulunur. S(t) sacilma verisinden u(x,t) potansiyelinin bulunmasi, Sturm-
Liouville denklemi i¢in ters sagilma problemi olarak adlandirilir. Bunun i¢in 6ncelikle
sagilma verisi kullanilarak

N 0]

1
F(X;t) = z c2(0) exp(8rk3t — Kk, X) + > J b(k; 0)exp(8ik3t + ikX)dk

n=1

denklemi elde edilir. Bu denklemde Marchenko denklemini gerekli kilar. K (x, z; t) i¢in

Marchenko denklemi

[00]

K(x,z;t)+F(x+z;t)+]K(x,y;t)F(y+z;t)dy= 0

X

seklindedir. Son olarak da
u(x,t) = -2 ;%(x, t)yve K(x,t) = K(x,x,t)
esitlikleri yardimiyla u(x,t) potansiyeli bulunur. KdV denklemi igin ters sagilma

dontigiimiiniin, lineer kismi diferensiyel denklemlerin ¢éziimii i¢in kullanilan Fourier

11



doniistimiiyle paralellik gosterdigini ifade edelim. Bunun i¢in de KdV denkleminin

lineerlestirilmesi olan
U+ Uy + Uy =0

ornegi ele alinsin. Eger u(x,0) = f(x) ise

o0}

£(6) = f A(K)e ™ dle

—00
veya

1 [ |
AG) =5 f F(x)e-ik” dx

seklinde yazilabilir. A(k) sagilma verisi olan S(0)’ a benzerdir. Dahasi w = w(k) olmak

uzere

u(x, t) = f A(k)etkx—wb) g
ise 0 zaman

w(k) =k — k3

tiir. w’ nin i¢indeki terim sagilma verisinin zamana bagli gelisimini ifade eder.

Sonug¢ olarak gosterilmis olan ters sagilma metodu bir lineer olmayan kismi
diferensiyel denklem ¢6ziimiinii iki lineer problem ¢6ziimiine indirger. Ayrica u(x,0) =
—2 sech? x baslangi¢ kosullu KdV denkleminin tek soliton ¢dziimii
u(x,t) = —2sech?(x — 4t)
seklinde elde edilirken, u(x, 0) = —6 sech? x baslangi¢ kosullu KdV denkleminin iki

soliton ¢oziimii de

3 + 4 cosh(2x — 8t) + cosh(4x — 64t)
(3 cosh(x — 28t) + cosh(3x — 64t))?

u(x,t) = —12

seklinde elde edilir.
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1.5. Lineer Olmayan Schriodinger Denkleminin Acik Coziimleri

Bu boliimde, ilgili zamana bagli Marchenko denkleminin x > 0 igin agik
¢oziimiiniin, A B,C gibi matrisler (Aktosun vd., 2007)¢6ziimii ele alinacaktir. Bu
¢cozlimler (1.5.8) de verilen formiil yardimiyla (3.3.1.1)’in ¢dzliimiine yol gdsterir. Ayrica,
kesin ¢6ziimiin olusturulmasinda kullanilan Q(x, t), N(x) ve I'(x,t) gibi Kilit matrislerin

Ozelikleri incelenecektir. Marchenko denkleminin ¢ekirdegi icin

Qly)=Ce™™B, y=0 (15.1)

alinir ve ayrisma 6zelligi kullanilirsa
Q(x +y) = Ce 4*e~4YB

elde edilir. Buradan zamana bagli Marchenko denkleminin ¢ekirdegi

1 m+n 1
i) =5 J R Fedr+ Z (t)—e%y
r j=m+1 s=

seklindedir. Bu zamana bagli ¢ekirdek
Q(y; ) +4iQ,,(y;t) =0

birinci dereceden kismi diferensiyel denklemi saglar. Bu kismi diferensiyel denklemin
¢oziimiinde (1.5.1) bir baslangig sart1 olarak alinir ve

Q(y; t) = Ce~y~44%tg >0 (1.5.2)
yazilir. Buradan
Q(y; )t = Bte-Aty+ai(at) ot (15.3)

elde edilir. Zamana bagli Marchenko integral denklemi
K@, y;t) —Qx +y; )T + J dzf K(x,s;t)Q(s + z;)Q(z + y; t)Tds = 0 (1.5.4)
X X

seklinde elde edilir. (1.5.2) ve (1.5.3), (1.5.4) de yazilirsa

_atysai(ah)?
K(x,y;t) = H(x; t)e ATv+4i(at) ot (1.5.5)
olur. (1.5.5) denklemi (1.5.4) de yazilirsa
H(x;t) T(x,t) = Bte=4™* (1.5.6)
elde edilir. (1.5.6), (1.5.5) de kullanilirsa, (1.5.4)’{in ¢6zimii
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. 2
K(x,y;t) = Bte A" (x,t)te~4Ty+4i(aN) ¢t ot (15.7)

olur. Buradaki I'(x;t) terslenebilirdir. u(x,t) = 2K (x, x; t) esitliginden (Aktosun vd.,
2007)

. 2
u(x, t) = —2Bte=A™[(x, 1) le-4Tx+4i(4T) ¢t (1.5.8)
elde edilir. (1.5.8) iki determinantin oran1 seklinde yazilirsa

_detF(x;t)

uto D) = o p

(1.5.9)

olur. Burada

0 2Bte—ATx

F(x: =
(x; t) o-ATx+ai(at)’t ot I'(x;t)

olarak tanimlanir.

Onerme 1. 1.

Q(x,t) ve N(x) sirasiyla

Q(x,t) = e~ATx+4i(4") 1 (0,0)e~4x—414%t yg N (x) = =A% N (0)e A (1.5.10)

esitliklerini saglar.

Teorem 1. 1.

A’ nin 6zdegerlerinin pozitif reel kisma sahip oldugu kabul edilsin. O halde, her x,t € R

icin asagidakiler dogrudur.
e Q(x,t), N(x) matrisleri pozitif ve kendi dongeldir (self-adjoint). Sonug olarak

1 1
birer pozitif kendi dongel (self-adjoint) Q (x, t)z ve N(x)z matrisleri vardr.
e ['(x;t) matrisi terslenebilirdir.

e ['(x; t)’nin determinant1 pozitiftir.

Onerme 1. 2.

A’nin 6zdegerlerinin pozitif reel kisma sahip oldugu kabul edilsin. O halde, her x,t € R
Q(x,t), N(x) ve I'(x; t) matrisleri

Q, = —ATQ — QA, N, = —AN — NAT, Q, = 4i[(AT)?Q — QA?] (1.5.11)
14



r*=1+NQ, I"1Q=0QI"H, ')"IN=nNI1 (1.5.12)
seklindedir.
Teorem 1. 2.

Her x,t € R i¢in Q(x,t) ve N(x) matrisleri ayn1 anda terslenebilirdir ancak ve ancak A,

B, C gl matrisli (y) minimum ve A’nin 6zdegerleri pozitif reel kisma sahip olmalidir.

Teorem 1. 3.

Herhangi bir sabit x,, t, € R i¢in

Q(x,t) = e‘AT(x‘xo)Hi(AT)Z(f—fo)Q (%o, to)e AG—%0)=4iA? (t=to)

N(x) = e AGE=X0) N (x,)e AT =%0)

seklindedir.

Sonug 1. 1.

A’nin 6zdegerlerinin pozitif reel kisimlara sahip oldugunu kabul edelim. O halde, N(x)
matrisi her x € R igin terslenebilirdir ancak ve ancak N(x), x’in belirli bir degerinde
terslenebilir olmalidir. Benzer sekilde Q(x, t) her x,t € R i¢in terslenebilirdir ancak ve

ancak Q(x, t), xt-diizlemi lizerindeki belirli bir noktada terslenebilirdir.

Onerme 1. 3.

Eger A matrisinin 6zdegerleri pozitif reel kisma sahipse, o halde T'(x;t), ['(x;t) = I,
X — +oo saglar. Buna ek olarak, eger Q(0,0) ,N(0) matrisleri terslenebilir ise x - —oo

iken ['(x,t)~1 — 0 dir. Burada I ve 0 lar sirastyla p X p ve sifir matrisleridir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu tezde Korteweg-de Vries

U — OUU, + Uyyy = 0

degistirilmis Korteweg-de Vries (mKdV)

Up + 6U Uy, + Uyyy = 0

ve lineer olmayan Schrodinger

iUy + Uyy + 2|u?u =0
integrallenebilir lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin N-soliton ¢oziimleri
icin kompakt formiillerini elde ederek, onlarin soliton ¢dziimlerinin davranislarini analiz

etmeye ¢alisacagiz.

Burada x konum degiskeni, t ise zaman degiskenidir. u, ve u; sirasiyla konum ve
zaman tlirevlerini temsil etmektedir.

Yukarida verilen ii¢ denklemin soliton ¢oziimleri i¢in birgok yontem olmasina
ragmen (Ablowitz vd., 1981; Ablowitz ve Clarkson, 1991; Gardner vd., 1967; Hirota,
2004; Novikov vd., 1984) bu ¢alismada ele alinan yontem Prof. Dr. Tuncay AKTOSUN,
Dr. F.DEMONTIS ve Prof. Dr. C. Vander MEE bilim insanlar1 tarafindan gelistirilen
“ADV” yontemi (Aktosun ve Van der Mee, 2006; Aktosun, 2009; Aktosun vd.,2010)
olacaktir. Bu yontem A, B ve C gibi sabit ii¢ matris ve N-soliton ¢oziimleri bulunurken
kolaylik olmast icin iistel matrisler kullanmaktadir. Ustel matrislerin kullanilmas: soliton
¢ozlim formiilleri i¢in genel bir formiil gelistirilmesine imkan saglamaktadir.

ADV yonteminin ana fikri (2.1) denklemindeki Q(x, t) ¢ekirdeginin yerine A, B, C
ticlii matrisini yazip listel matrisleri kullanmaktir. Boylece skaler nicelik x i igerip y yi
icermeyen, y yi igerip x i igermeyen iki vektoriin skaler ¢arpimi seklinde ifade edilebilir.

Bu ayrigim (2.1) deki ters sagilim problemi i¢in kesin bir ¢6ziim olmasina imkan saglar

u(x,0) - S0 - Q0
l l (2.1)
u(x, t) « Sly,t) < Q)
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Esas itibariyle Q(x, 0) ve Q(x, t) nicelikleri A, B ve C li¢lii matris ve {istel matris

yardimiyla acik bir sekilde asagida oldugu gibi yazilabilir.

Ce B (KdV)
Q(x,0) ={ Ce™®B  (mKdV) (2.2)
Ce B  (NLS)

Ce—AX+8A3tB (KdV)
Q(x,t) =4 Ce~Ax+8A°tR  (KdV) (2.3)
Ce™Ax—#A%tB  (NLS)

Burada A, N X N boyutunda pozitif degerli sabit bir diyagonal matris olup; B, tim
elemanlari 1 olan N X 1 boyutunda siitun vektor ve C ise pozitif degerli 1 X N boyutunda

bir satir vektorudur.

‘B, 0 .. 0

a=|9F 0 24)
0 0 .. By
1

B=|! 2.5)
1

C=[yi v2 - vl (2.6)

Amacimiz yukarida adi gegen integrallenebilir lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemleri A, B, C fclii matris ve {istel matris Ozelliklerini kullanarak soliton
cozlimlerini elde etmektir. Bu formiiller kompakt olacaktir. Ancak bulunan formiiller i¢in
kag tane soliton olursa olsun iistel matrisin kullanimi sayesinde higbir sekilde formiiller
degismeyecek ve kolaylikla yazilabilecektir. Burada degisen tek sey N olacaktir. Ciinkii
N soliton sayisin1 gostermektedir. Buna bagli olarak A, B, C matrislerinin boyutlar1 da
degisecektir. Bu ¢alismada soliton ¢oziimleri analiz edilip, onlarin degisimlerini

gozlemleyebilmek i¢in Maxima programi kullanilacaktir.
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3. BULGULAR ve TARTISMA

3.1. Korteweg-de Vries Denklemi

KdV denklemi lineer olmayan bir ortamda dalgalarin yayilmalarini tanimlamak igin
kullanilan bir denklemdir (Miura, 1976). Bu denklem ilk olarak uzun, sig ve dar
kanallardaki su yiizeyinde olusan yayilimi tanimlamak i¢in kullanilmustir.

John Scoot Russel kanaldaki dalganin hem sabit bir hizla hareket ettigini hem de
dalganin seklinin degismedigini gozlemleyen kisidir. Bu tip dalgalar soliter olarak
adlandirilir. Birgok bilim adami ve matematik¢i Russel’in gordiigii bu duruma inanmayip
reddettiler. Ancak 1895 de Alman matematik¢i Diederik Korteweg ve 6grencisi Gustav
de Vries bunun gibi dalgalarin varligini ispat etmek icin ¢aligmalar yaptilar ve bu dalgalari
tanimlamak i¢in bir matematiksel model olusturdular (Korteweg ve De Vries, 1895). Bu

matematiksel model giiniimiizde KdV denklemi olarak adlandirilir.

1965 de Norman J. Zabusky ve Martin David Kruskal, KdV denklemi i¢in ¢oklu
soliton ¢oztimlerini kesfettiler. Korteweg ve Vries, elde ettikleri denklemin tekil soliton
¢oziimlerini elde ettiler. Ancak KdV denkleminin ¢oziimlerinin ilging 6zelliklere sahip
olmasi onlar1 daha kompakt bir metot bulmaya sevk etmistir. 1967 de bir grup
matematiksel fizik¢iler, integrallenebilir lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler ile
adi diferansiyel denklemler arasinda bir baglanti bulmuslardir (Ablowitz vd., 1980).
Gardner, Greene, Kruskal ve Miura, KdV denklemi igin baslangi¢ deger probleminin ters
sacilim doniisiimii metoduyla ¢oziilebilecegini onerdiler. KdV denklemi iizerindeki
calismalar, mKdV denklemi ve lineer olmayan Schrodinger denklemi gibi diger bazi

denklemler iizerindeki aragtirmalar1 arttirmistir.

3.1.1. Tekil Soliton Coziimii ve Gosterimi

Korteweg-de Vries denklemi

Up — OUU, + Uy = 0 (3.1.1.1)
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seklindeki integrallenebilir lineer olmayan kismi diferansiyel bir denklemdir. Burada
u=u(x,t) genellikle potansiyel fonksiyon olarak adlandirilir. (3.1.1.1) denkleminin
cozlimleri reel degerli olup (Aktosun vd., 2007) x ve t degiskenlerine baglidir. Buradaki
x ve t swrasiyla konum ve zaman degiskenleridir. (3.1.1.1) denkleminin lineer

olmamasinin sebebi, —6uu, terimidir.

Oncelikle (3.1.1.1) denkleminin bilinen tekil soliton ¢dziimii
u(x, t) = asech?(fx + yt + €) (3.1.1.2)
incelenecek ve (3.1.1.1) denklemini sagladigi gosterilecektir. Burada a,f,y ve ¢
parametreleri (3.1.1.2) denklemi (3.1.1.1)’in ¢6ziimii olacak sekilde belirlenmelidir.
Bunun i¢in (3.1.1.2) ¢6ziimiinin (3.1.1.1) denklemindeki x ve t degiskenine gore
tiirevleri alinir ve kolaylik olmasi i¢in

p:=fx+yt+e

seklinde tanimlanirsa,

u, = —2aysech?ptanhg (3.1.1.3)
u, = —2afsech?ptanhg (3.1.1.4)
Uy, = 4af?sech?ptanh?g — 2aB?sech*q (3.1.1.5)
Uy = 16aB3sech*@ tanh ¢ — 8ap3sech?ptanh3¢p (3.1.1.6)

elde edilir. (3.1.1.3)-(3.1.1.6)’da elde edilen tiirevler ve (3.1.1.2) ¢oziimi (3.1.1.1)

denkleminde yerine yazilirsa

—2aysech?@ tanh ¢ + 12a?Bsech*p tanh ¢
+16ap3sech*p tanh ¢ — 8ap3sech?ptanh3p = 0 (3.1.1.7)

bulunur. Eger




trigonometrik bagintilar1 kullanilirsa (3.1.1.7) esitligi

1 sinh(¢) 1 sinh(¢)
—2ay 2a%p +
cosh?(¢) cosh(¢p) cosh*(¢) cosh(¢p)
_gap? 1 sinh3(¢p) — 0o
cosh?(¢) cosh3(p)

olarak bulunur. Buradan

6ap3

1 sinh(¢)
cosh*(¢) cosh(¢p)
(3.1.1.8)

—2ay sinh(¢)cosh?(¢) + 12a?p sinh(¢) + 16aB3 sinh(¢) — 8aB3sinh3(¢)

cosh®(¢)
=0

elde edilir.

cosh?x — sinh?x = 1

esitliginden

(—2ay + 12a*B + 16af>)sinh(@) + (—2ay — 8ap>)sinh®*(p)

(3.1.1.9)

cosh®(¢)

0 (3.1.1.10)

bulunur. Son esitlikten —2ay — 8af3 = 0 ve —2ay + 12a?p + 16aB3 = 0 elde edilir.

Buradan
y = —4p°
a = —2f2

(3.1.1.11)

(3.1.1.12)

ifadeleri elde edilir. € ise keyfi bir sabit olmak tizere (3.1.1.11) ve (3.1.1.12), (3.1.1.2)

¢Ozlimiinde yerine yazilirsa

u(x, t) = —2f%sech?(B(x — 4B%t) + ¢)

bulunur.
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Boylelikle S, € sabitleri ile bir-soliton ¢6ziimii elde edildi. Eger iki-soliton
¢oziimiiniin elde edilmesi istenseydi 4 reel parametreye, tig-soliton ¢oziimii i¢in 6 reel
parametreye ihtiya¢ duyulacakti. Bu durum genellenecek olursa N-soliton ¢ozliimii elde
etmek istedigimizde 2N reel parametreye ihtiya¢ vardir.

0 T T T T

02+ : _
04 F ; -
06 : .

08| : _

2*sech(x)?
T
I
I

0 ! | .
oal |
|

0.6

0.8 ‘| 4

-2*sech(x-8F°
T
|

X
t=2=1e=0
Sekil 2. KdV denkleminin tekil-soliton gosterimi
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0.2

04

06 |- / .
08| i

-2*sech(x-12)2
T
|

02 L i
04 s

06 | : .

ol .
i | / |
N

t=4B=1¢e=0

-2*sechix-16)

Sekil 2 (devam). KdV denkleminin tekil-soliton gosterimi

(3.1.1.1) denklemi solitonun fiziksel Ozellikleri hakkinda onemli bilgi igerir.
Solitonun genligi 23?2 terimi tarafindan ifade edilir (Sekil 2). Ayrica (3.1.1.13)’den
goriilecegi lizere Vx,t € R ig¢in u(x,t) < 0 oldugundan soliton daima x-ekseninin

altinda olusacaktir. Solitonun hizi ise 482 terimi tarafindan ifade edilir. g2 > 0
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oldugundan 482 > 0 olur. Dolayist ile soliton daima saga dogru hareket eder. Coziimdeki

€ parametresi solitonun baslangi¢ pozisyonunu belirlememize yardimei olur.
3.1.2. N-Soliton Gosterimi ve Grafigi

Bu kisimda (3.1.1.1) denklemi igin N-soliton formiilii elde edilecek ve elde edilen
formiiliin (3.1.1.1) denklemini sagladig1 gosterilecektir. (3.1.1.1) denkleminin N-soliton
¢oziimi i¢in formiil, ADV metodu kullanilarak bulunacaktir. Bu yontemde (3.1.1.2)’de
verilen u(x, t) ¢oziimiindeki a, B ve & parametreleri yerine A, B, C matrisleri ve tistel

matrisler kullanilmaktadir.

ADV yontemine gore N-soliton ¢oziim

u(x, t) = —4Ce™A*+84° (x t)"1AT(x,t) Le 4*B (3.1.2.1)
ile verilir. Burada

F'(x,t) :==1+e 4 (J
0

dir.
(3.1.2.2)’de verilen I, N X N boyutunda birim matristir. Ayrica A, B ve C matrisleri ise
sirasiyla (2.4), (2.5) ve (2.6) formundaki matrislerdir. (3.1.2.1)’de verilen u(x,t)

o)

e_ZABCe_ZAJ’BtASdZ) e ¥ (3.1.2.2)

¢Ozliimiiniin boyutu ise N dir. Burada skaler degerler yerine liglii sabit bir matris ve tistel
matris  kullanildiginda ve matris ¢arpiminda matrisler her zaman yer
degistiremeyeceginden hesaplamalar biraz komplekstir.

(3.1.1.1)’deki KdV denklemi alternatif olarak
U+ (—3ul + Uyy), =0 (3.1.2.3)

seklinde yazilabilir. ['(x, t) nin t’ye gore tiirevi Leibnitz kurali kullanilarak

[oe)

d d
I((x,t) = % O+ 3 <e‘Ax (j- e‘ZABCe‘ZA+8tA3dZ> e‘Ax)
0
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— o~ Ax <fooi(e—zABCe—zA+8tA3)dZ> e Ax
. 0t

= 8e ™4 <f e‘ZABCe‘ZA+8tA3dZ> e4xA3 (3.1.2.4)
0
(3.1.2.2) esitliginden
[—1=e A <.f e‘ZABCe‘ZA+8tA3dZ> e 4x (3.1.2.5)
0

ifadesi (3.1.2.4)’ de yerine yazilirsa
I, =8( —1)43 (3.1.2.6)

elde edilir. Benzer sekilde I'(x, t) ’nin x’e gore tiirevi

0 0
o= L0+ 2few(]
0

= —Ae—Ax <f e—zABCe—ZA+8tA3dZ> e Ax
0

+e—Ax ((jooe—zABCe—zA+8tA3dZ> e—Ax)
0

= —Ae~Ax (fme_ZABCe_Z“StASdZ) e Ax
0

oo

- — 3 —
e ZABCe ZA+8tA dZ)B Ax)

+e—Axai<fme—zABCe—zA+8tA3dZ> e Ax
X \Jo

+e—Ax (Jooe—zABCe—zA+8tA3 dz> i (e—Ax)
0 ox

= —Ae—Ax <f e—zABCe—ZA+8tA3dZ> e Ax
0

+e—Ax (foo% (e—ZABCe—ZA+8tA3)dZ> e Ax
0

+e—Ax (fooe—zABCe—zA+8tA3dZ> (_A)e—Ax
0
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elde edilir. e“#ABCe~2A*8t4° fonksiyonu x degiskeninden bagimsiz oldugundan x’e gdre

tiirevi sifira esit oldugundan

Fx — _Ae—Ax <j-ooe—ZABCe—ZA+8tA3dZ> e—Ax
0

[ee]
— — - 3 -
—e Ax (f e ZABCe zA+8tA dZ)@ Ax
0

bulunur. (3.1.2.5) esitliginden

I,=—AT-0)—-T-DA (3.1.2.7)
elde edilir. Ote yandan

[=T71T

oldugundan bu esitligin her iki tarafinin x degiskenine gore tiirevi alinirsa

0=T"1Y, I+, veya
(F_l)xr = _F_lrx

bulunur. Son esitlik sagdan I'"? ile garpilirsa

Iy!=-r-irrt (3.1.2.8)
olarak bulunur. Benzer sekilde

I1=-rrort (3.1.2.9)
elde edilir.

Simdi I'(x,t) fonksiyonu ve tiirevlerinden yararlanarak u,,u,, ve u, ifadelerini

bulalim. (3.1.2.1) ifadesinin t’ye gore tiirevi alinirsa

U = _32Ce—Ax+8A3tA3F—1AF—1e—AxB _ 4C€_Ax+8A3tFt_1AF_1€_AxB

—4C€_Ax+8A3tF_1AFt_1€_AxB
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bulunur. (3.1.2.9) esitligi kullanilirsa

u, = —32(Ce Axt8A%t g3p-1 A~ 1p-AXp _ 4Ce—Ax+8A3t(_F—lrtr—l)AF—le—AxB
—4Ce‘Ax+8A3tF‘1A(—F‘lFtF‘l)e‘AxB

elde edilir. (3.1.2.6) esitligi kullanilarak

U, = —32Ce A8 4314~ 1e 4%
+4Ce~Ax+8AT-1(8(T — NA3)[ 1A le~4*B
+4Ce~Ax+8A% -1 AP ~1(8(T — [)A3)[~1e~4*B

— _32Ce—Ax+8A3tA3F—lAl"—le—AxB
4+32CeAx+8At[P-1T 30~ 14T~1 _ [~1437 14T ~1]e~4*p
+32€e““x+8“‘3t[F‘lAF‘lFA3F‘1 — T 1AT AT e #*B

= 32Ce AXtBAT[_ 43T 1AT 1 4 43T 1AT1 — 14T~ 1AT ! + [-144T 1
—T~1AT1A4%T~1]e~4%p
elde edilir. Sadelestirmeden sonra
U, = 32Ce~AX+BAL[_[-1437~1AT~1 4 [=144T~1 — [~14T 1437 "1]e~4%B(3.1.2.10)

bulunur. Benzer sekilde u(x, t)’nin x degiskenine gore tlirevi alinirsa

u, = 4Ce—Ax+8A3tAF—1AF—le—AxB _ 4Ce—Ax+8A3tFx—1AF—1e—AxB

_4Ce—Ax+8A3tF—1 Al"x—le—AxB + 4C6_Ax+8A3tF_1AF_1A€_AxB
bulunur. (3.1.2.8) esitligi kullanilirsa

u, = 4Ce—Ax+8A3tAF—1AF—le—AxB _ 4Ce—Ax+8A3t(_F—lrxr—l)AF—le—AxB
_4Ce—Ax+8A3tF—1A(_F—1F F‘l)e‘AxB + 4Ce—Ax+8A3tF—1AF—1Ae—AxB
x

elde edilir. (3.1.2.7) esitligi yerine yazilirsa
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Uy = 4Ce‘Ax+8A3t[AF_1AF_1 + "1(—AT —TA+ 2A)r1Ar1
+T AT Y (—AT —TA + 2A) "t + T1AT1Ale 4B

= 4Ce"‘4"+8“‘3t[AI“lAF‘1 —T7IAIT ATt 4+ 2 AT tAr 1 —r-rar—tar—t
—T AT YATT™! + 2I YA TAT ™1 — TYATITAT "1 + T1AT " 1A]le 4B

= 4CeAXHBAN AP IAT 1 — [1427 1 4 2T 2AT1AT ™! — AT 24T 2
—T2AT"1A + 2T 1AT"2AT ™! — 142! 4+ T~1AT"14]e 4*B

= 4Ce~AX+8A’[_I~1420~1 4 4T~ 1AT"1AT1]e~4*B
elde edilir. Sonug olarak
U, = —8Ce AX+8AM -1 420 ~1o-AXp 4 16(Ce AX+BA’IT-14P~14T~1e~AXp (3.1.2.11)
bulunur. Islem kolaylig1 agisindan
§:= —8Ce AXt8AN -1 21~ 1o-AXB ye 1:= 16Ce AX+BAMT-1AT 14T ~1e~AXp
seklinde tanimlansin. §° nin x’e gore tiirevi

8y = —8Ce A¥+8AT[_AP142P~1 4 (T71) AT + [71A2(T7Y),
— 14T "1Ale~4*B

olur. (3.1.2.8) esitligi kullanilarak

8, = 8CeAx+8A°t[AT=142P~1 _ (_~1[,[~1)A2[ "1 — [~142(-[I[,[ 1)
+I1A’T1A]le **B

elde edilir. Simdide (3.1.2.7) esitligi kullanilirsa
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8, = 8Ce Ax+8A%t AT ~142T~1 4 [~1(—AT — TA + 2A)[~142T?
T LA2T~1(—AT — TA + 2A)T~! + T~142T~1A] e=4*B

= 8Ce AX+8AL[ AT =1 421 ~1 _ [~IATT 1421 -1 — [~1[AT 42T !
42T AT 1A% + —T1A2T"1ATT ™! — [~1A42T~1TAr !
42T 1A2T1AT 1 + T 1421~ 14]e 4*B

= 8CeAX+BAC A ~1421~1 _ [=1437~1 — AT"142T~1 4 2T ~1AT 14212
—T™1A2T"14 —T71A43T~! + 2T AT AT + T-142T " 1A]le 4*B

bulunur. Sadelestirmelerden sonra

8, = 8Ce A¥+8A [_[=143[~1 4 2T 1AT 142~ — [ 14371
+2I 1A’ TP AT ]e~4*B (3.1.2.12)

elde edilir. T’nun x degiskenine gore tiirevi

T, = 16Ce A 84 [_AT~1AT~1AT~1 4 (I™1) AT 1Al + T~1A(T 1), AT 1
+T AT 1A, — T"1AT AT 14le~4*B

olur. (3.1.2.8) esitligi kullanilarak

T, = —16Ce A8t [AP~1AT 14T~ — ([, [~1) Al ~1AT 1
—T1A(-T I, I DAT ™ — T 1AT1A(-T 1T, I Y)
+T1AT AT~ 1Ale4*B

bulunur. (3.1.2.7) esitligi kullanilarak

T, = —16Ce™AX+8A°t [AT"1AT~1AT~1 4 [~1(—AT — TA + 2A)[ AT AT !

+T~1AT~1(—AT — TA + 2A)[ AT !
+T 1A 1AT"1(—AT —TA + 2A)T ! + T~1AT 1Al "1A]e~4*B

elde edilir. Buradan
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T, = —16Ce A8t [AT~1 AT~ 1AT~1 — [~1ATT 1AT AT~ — ["1TAT~1Ar 1AT?

+2T 1AT"YAT AT~ — T"YAT AT 'AT~! — I"*AT~'TAr - 1AT?

+2T 1AT LA~ 1AT Y — T™1AT AT 2AIT~! — I"2AT AT ITAT?

+2T TATTAT AT + T-1AT 1A 1 Ale~#*B

= —16Ce™AX*8A [ AT 1AT 1AL "1 — =142 1AT 1 — AT"AT~1Ar !

+2T TAT AT AT ™Y — T71AT 1A%~ — T7142r 1471

+2T AT YA 1AT Y — T~1AT AT 14 — I1Ar 14211

+2T 1AT LAl ~1AT~1 4+ T-1AT AT 14]e~4*B

olur. Sadelestirmelerden sonra

T, = 16Ce™4x+84% =142 ~14r~1 — 2r~14r 14211

+6I' 1A TAr 1Al ]e *B (3.1.2.13)
elde edilir.
Upy = Oy + Ty

oldugundan (3.1.2.12) ve (3.1.2.13)’de elde edilen tiirevler yerine yazilirsa

Upy = —16Ce~AX+8A7 [[=1431 1 — 3T~1AT 14201 — 37142 14T
+6I " TAT 1Al 1Al 1 ]e4%B (3.1.2.14)

elde edilir.

Simdi KdV denklemindeki u? terimini hesaplanirsa
u? = (_4Ce—Ax+8A3tl-—1Al-—1e—AxB)(_4Ce—Ax+8A3tF—1AF—1e—AxB)
=16 Ce—Ax+8A3tF—1AF—1(e—AxBCe—Ax+8A3t)F—1AF—1e—AxB
= 16 Ce Ax+84°~14P~1T [~14T~1e~4Xp

olur. (3.1.2.7) esitligi kullanilirsa
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u? = 16 Ce~Ax+84°~1Ar~1(_AT — TA + 2A)[ 1Al "le~4*B
olur. Buradan

u? = 16 Ce Ax+84° [T ~1AT~1IATT ATt — [ 1Al 1TAT1AT 1
+2T AT AT 1AT1]e~4*B

= 16 Ce AX+8A%([_[~1AT 14T ~1 — [ 142 14T !
+2I " TAT T AT AT 1 ]e™4*B
—3u? = 48Ce~A**+84% [[~1AT 14201 — [ 1420714
+2ITAT YAl AT ]e #*B (3.1.2.15)

bulunur. (3.1.2.14) ve (3.1.2.15) yardimiyla

—3u? + uy, = —48Ce A*+8A%t[_-14r~1421~1 _ [~1421-14~1
+2T TAT AT 1AT " 1e™4%B — 16Ce~Ax+8A°([[~143[~1 _ 3[~14T~1421 1
—3T1A?T AT + 6T 1Al AT 1Al 1]e~4*B

bulunur. Sadelestirmelerden sonra

—3u? + Uy, = —16Ce Ax+84°tP-1437-1p-4xp (3.1.2.16)

elde edilir. (3.1.2.16) esitliginin x’e gore tiirevi alinirsa

(—3u? 4 uyy), = —16Ce ™ AX+8A4% [ AT=1430~1 4 714371 + [143T;1
—I7143r"14]le4*B

bulunur. (3.1.2.8) esitligi kullanilirsa

(—3u? + Uyy), = 16C e AX+8AL[AP=1437~1 4 [=1[, 1431 4 [-1430 1, !
+T1A3T 1 4]e~4*B
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elde edilir. Simdi de (3.1.2.7) esitligi kullanilirsa

(—3u? 4+ Uyy), = 16 Ce A ¥8A% AT 14371 L [~1(—AT + A — TA + A)I 1431
+I7 1A Y (AT + A—TA+ AT + T 143 1A4le~4*B

=16 Ce—Ax+8A3t[AF—1A3F—1 — T 14471 — AT 14312
+2ITAr1A3T~1 — 171431714 — 114411
+2I 14T AT + T7143T " 14]e 4*B
bulunur. Sadelestirmelerden sonra
(=32 + Uy ), = 16 Ce™AX+8A° [ ~144 =1 | pr-14r 14311
+2I 143 tAr1e~4*B (3.1.2.17)
elde edilir. (3.1.2.10) ve (3.1.2.16) esitlikleri (3.1.2.3)’de yerine yazilirsa

Up + (—3U2 + Uyy), = 32Ce™AX+8AL[_[-1430-147~1 4 P-1g4r-1
—T1AT 1437 1]e A%B + 16 Ce~Ax+8A°t[_pr~14%T 1
+2T AT 1431 4 2T 1437~ 1AT "1 ]e~4*B
=0

bulunur. Boylece (3.1.2.1), (3.1.1.1)’in bir ¢6zliimii oldugu gdsterilmis oldu.
3.2. Degistirilmis Korteweg-de Vries Denklemi

Degistirilmis Korteweg-de Vries (mKdV) denklemi, Korteweg-de Vries (KdV)
denklemi ile benzerdir. Degistirilmis Korteweg-de Vries (mKdV) denkleminde,
Korteweg-de Vries (KdV) denklemindeki —6uu, terimi yerine 6u?u, terimi bulunur.
Dikkat edilirse mKdV denkleminde lineer olmayan terim pozitif, KdV denkleminde ise
bu terim negatiftir.

3.2.1. Tekil-Soliton Coziimii ve Gosterimi

Degistirilmis Korteweg-de Vries (mKdV) denklemi
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Up + 6U Uy + Uy = 0 (3.2.1.1)

seklindeki integrallenebilir lineer olmayan kismi diferansiyel bir denklemdir. (3.2.1.1)
denkleminin ¢o6ziimleri, KdV denkleminde oldugu gibi reel degerli olup x ve t
degiskenlerine baghdir.

Oncelikli olarak (3.2.1.1) denkleminin bilinen tekil-soliton ¢6ziimii

u(x,t) = asech(Bx + yt + ¢) (3.2.1.2)

incelenecek ve (3.2.1.1) denklemini sagladigi gosterilecektir. Buradaki a, B,y ve &
parametreleri (3.2.1.2) denklemi (3.2.1.1)’nin ¢6ziimii olacak sekilde belirlenmelidir.

Bunun igin (3.2.1.2) ¢dziimiiniin x ve t degiskenlerine gore tiirev alinirsa

u; = —ay sech(fx + yt + €) tanh(Bx + yt + ¢) (3.2.1.3)
u, = —af sech(fx + yt + ¢) tanh(Bx + yt + ¢€) (3.2.1.4)
Uy, = af? sech(Bx + yt + &) tanh?(Bx + yt + ) — aB?sech®(Bx + yt + £)(3.2.1.5)
Uyrx = Saf3sech®(Bx + yt + €)tanh(Bx + yt + ¢€)

—ap3sech(fx + yt + &) tanh3(Bx + yt + &) (3.2.1.6)
elde edilir.

(3.2.1.1) denkleminde bulunan u? terimini bulabilmek icin (3.2.1.2)’nin her iki

tarafinin karesi alinirsa,

u? = a’sech?(Bx + yt + ¢) (3.2.1.7)

elde edilir.

(3.2.1.3)- (3.2.1.7)’de elde edilen tiirevler (3.2.1.1) denkleminde yerine yazilirsa

—ay sech(Bx + yt + €) tanh(Bx + yt + €)
—6a3pBsech3(Bx + yt + &) tanh(Bx + yt + &)
+5B3asech3(Bx + yt + )tanh(Bx + yt + €)

—p3asech(fx + yt + &) tanh®(Bx + yt + &) =0 (3.2.1.8)
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bulunur. Islem kolaylhig1 i¢in
U=px+yt+e
olarak tanimlanir ve trigonometrik esitlikler kullanilirsa

1 sinh(u) 1 sinh(u) 1 sinh(u)
cosh(u) cosh(u) —6a*f cosh3(u) cosh(u) + 5% cosh3(u) cosh(u)

1 sinh®(u)
cosh(u) cosh3(n)

—pia 0 (3.2.1.9)

elde edilir. Buradan

—ay sinhu cosh?u — 6a3p sinh u + 583« sinh u — B3asinh3
y sinhy u B sinhpu + 5P L=p K o, (3.2.1.10)

cosh*u

bulunur.
cosh?x — sinh?x = 1

esitliginden

—aysinhu(1 + sinh?u) — 6a>f sinh u + 58°a sinh u — Basinh®y 0

cosh*u

elde edilir. Buradan

—aysinhu(1 + sinh?u) — 6a3p sinh yu + 543a sinh u — B3asinh3u = 0
veya

sinh3u[—ay — B3a] + sinhu[—ay — 6a3p + 5B83a] = 0

elde edilir. Son esitlikten

—ay—B3a=0 , —ay—6a3p+5p3a=0
olmalidir. Buradan

y =-p3 (3.2.1.11)
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ve
a=+1p

(3.2.1.12)

ifadeleri elde edilir. ¢ ise keyfi sabittir. (3.2.1.11) ve (3.2.1.12), (3.2.1.2) ¢6ziimiinde

yerine yazilirsa
u(x, t) = +fsech(B(x — B%t) + ¢)
elde edilir.

(3.2.1.13)

0.8 [ :

0.7 | /
0.6 [ o
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0.4 r {
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20
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i |
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t=4f=1e=0
Sekil 3. mKdV denkleminin tekil-soliton gosterimi
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Sekil 3 (devam). mKdV denkleminin tekil-soliton gosterimi

Boylelikle g ifadesi, (3.1.13) ¢6ziimiiniin genligini temsil etmektedir. B ifadesinin

oniindeki ‘+’ isaretler solitonun x — ekseni boyunca eksenin hem asagisinda hem de
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yukarisinda goriilebilecegini ifade etmektedir (Sekil 3). f? ifadesi ise solitonun hizini
temsil eder. B2 > 0 oldugu i¢in soliton daima sag tarafa dogru hareket edecektir.

Solitonun baslangi¢ pozisyonu ise € tarafindan belirlenir.
3.2.2. N-Soliton Gosterimi ve Grafigi

Bu kisimda KdV denkleminde oldugu gibi mKdV denkleminin N-soliton gosterimi
ADV metodu yardimiyla elde edilmektedir. KdV denkleminin N-soliton gésteriminde
yapildigi gibi (3.2.1.2)’de verilen u(x,t) ¢oziimiindeki parametreler yerine A,B,C

matrisleri ve uistel matrisler kullanilmaktadir.

ADYV yontemine gore N-soliton ¢oziim

u(x,t) = —2Bte=4"*r(x, t)‘1e“‘frxJ’s(“‘Jr)stCJr (3.2.2.1)

ile verilir. (3.2.2.1) deki ‘1’ isareti adjoint (transpoze ve kompleks eslenik ) matrisi temsil

eder. u = u(x, t), reel degerli oldugu i¢in u = u' olur. Bundan dolay1

ut(x,t) = u(x, t) = —2Ce A*+84°(T(x, t)1)~1e~4*B (3.2.2.2)
bulunur. Burada

F(xt) =1+ Q(x, )N (x) (3.2.2.3)

dir. (3.2.2.3)’deki Q(x, t) ve N(x) ifadeleri ise

Q(x,t) = f e~ ATzH8(4*) o ComhzreA’t g, (3.2.2.4)
X

N(x) = f e 4SBB*e~4"sds (3.2.2.5)
X

seklinde verilmistir.

(3.2.1.1)’deki mKdV denklemi alternatif olarak
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up + 3uutuy, + 3uutu + Uy, =0 (3.2.2.6)

seklinde yazilabilir. (3.2.2.4) ve (3.2.2.5)’deki esitlikler

0(x,£) = e-AT¥+8(a1) "t (0 0)e—Ar+84t (3.2.2.7)
N(x) = e"4*N(0)e 4" (3.2.2.8)
seklinde ifade edilebilir. Ote yandan Q ve N ifadeleri reel degerli olduklar1 i¢in

Q=07
N =Nt
olur. Bulunan bu esitlikler yardimiyla (3.2.2.3) esitligi

I'f(x,t) =1+ Q(x,t)N(x) (3.2.2.9)

elde edilir.
u(x, t) ¢dziimiiniin x Ve t ye gore tiirevlerini almadan dnce I';! ve I 1 esitliklerini

bulmamiz gerekir. KdV denkleminde yapilan islemlere benzer islemler yardimiyla

I;1=-r-irr
l-‘t_l = _F_lrtr—l
dir. Buradaki Iy ve I} kismi tiirevleri ise (3.2.2.3)’lin x ve t’ye gore tiirevleri alinip yerine

yazilirsa

Iyt = —T Q. (x, )N (x) + Q(x, )N, (x)]T?
= —I1[—Ate-Atx+8(4") g (0,0)—Ax+84°t g=4x N (0) A"
—e_Aer+8(AT)3tQ(O 0)e~4x+84%t go=Ax () o =ATx
—e‘AT“S(AT)BtQ(O O)e—Ax+8A3tAe—AxN(O)e—A.rx

—eAtx48(4T)"c((0,0)e4¥+84% g=Ax N (0)e ~4Tx ATIT -1

elde edilir. Q = Q(x,t), N = N(x) olarak devam edilirse

I;1=-I"-AT('—1) — QAN — QAN — (I' —= DA~
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= —I'"1[-ATT —TAT — 2(QAN — A"
=T71AT + ATT™1 — 2147 — QAN (3.2.2.10)

elde edilir. Buradan

It = —T7Q(x, ONCOIT ™!
— _F—1[8(AT)38—A*x+8(AT)3tQ(0’0)6—A’fx+8(AT)3te—AxN(O)e—ATx

+8e—A+x+8(AT)3tQ(0 O)e—A+x+8(A+)3tA3€—AxN(O)e—ATX]F—l
= —8I (AN - 1) + QA3NIT !
= —8[I1(AN3 —T1(AN)3r 1 + I 1QA4A3NT 1] (3.2.2.11)
bulunur. Simdi (3.2.2.1) deki u’nun x degiskenine gore tiirevini hesaplayalim. Tiirevin

ozellikleri ve (3.2.2.10) bagintis1 kullanilarak
Uy = ZBTATe_ATxl"(x, t)_le—ATx"'S(AT)gch — ZBTe—Afx(F—l)xe—A*x+8(A’f)3tCT

+2Bte~ATxr(x, )1 4Te~ATxr8UAD et

= 2Bt Ate=ATxT(x, ) le-ATx+8N t ot _ ppte-aTxr-14t 4 gir-1

_2rL(At — QAN)T1Je~ATx+8(aM)t ot 4 ppte-aTxp(x, 1)~1ate-ATx 8N t

= ZB'I'A'I'e—ATxF(x' t)—le—A+x+8(A*)3tC+ _ ZB'I'e—A"'xF—lA'I'e—ATx+8(AT)3tC-|-
—2Bte~ATxgtr-1g-atxs8(4N) e t 4 4ptemaTap-1gp-1maTxs(aN) et

—aBte-Atxr-1QANT-Te-Ax+8(4N) cct 4 opte-atxr(y, r)-1aTe-ATT+8UN Lt
u, = —4Bte=AT*T-1[QAN — At|T—te-ATx+8(UN c (3.2.2.12)

bulunur. u’nun tekrardan x degiskenine gore tiirevi alinirsa

Upy = 4B’re—ATxA+F—1QANF—1e—A’Fx+8(AT)3tC+
_4BTe—A*x(r—l)xQANr—le—ATx+8(AT)3tC+
_4B+e—A*xr—lQXANF—le—A’Fx+8(A*)3tC+
_4B'l'e—ATxF—lQANxF—le—ATx+8(A’F)3tCT
_4B’l'e—A'rxl'*—lQAN(F—l)xe—A+x+8(A1')3tC1-
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+4Bte~ATxT-10ANT 1At e-ATx+8(aD) et
_4pte-Atxgtp-14tp-1p-atx+s(at)’c ot
+4Bte~ATx(P-1) Atr-1e-aTx+s(a™)’tct
+4B+e—ATxF—1A+(I~—1)xe—A’fx+8(A’r)3tC+

_4BTe—A'rxl"'—1A'|'l"—1A'|'e—A+x+8(A1')3tc1‘

= 4Bte=AT™[ATT-1QANT ! — (I~1At + AT — 2I'"1(AT — QAN)I"1)QANT 1
—I1(—=A'Q — QA)ANT ' =T 1QA(—AN — NADIr—1
—T QAN AT + AT~ — 2I' "1 (AT — QAN)I ') + I 'QANT 1At
—ATT1ATT1 + (I1AT + ATT! — 271 (AT — QAN)IHATT 1
+T AT (1A + ATT — 21 (4T — QAN D)

_l"—lA’I'l"—lA’I']e—A+x+8(A+)3tc'l'

= 4Bte=AT™T=1[—ATQAN + 24TT"1QAN — 2QANT~1QAN + ATQAN
+QA%N + QA?N + QANAT — QANAT + 4QANT AT — 2QANT~1QAN

3
+2(AM)2 — 4ATT1AT 4 24TT-1QAN|T~1e-ATx+8(4") ¢t

Uy, = —8BTe AT T=1[—QA2N — (A1)2 — 24TT"1QAN + 2QANT~1QAN

3
—2QANT 1A + 241T-14Hr-1e-ATx+8(4) ¢t (3.2.2.13)

elde edilir. (3.2.2.6)’da ki u,,, terimini elde edebilmek i¢in u,,’in x degiskenine gore

tirevi alinirsa

Upry = 8BTATe=AT*T-1[—0A2N — (412 — 24TT~1QAN + 2QANT1QAN
_2QANT-1A" 4 24171 AT~ Le-Atx+8(a) t
—8Bte~4™(r-1) [—QA2N — (41)? — 2ATT~1QAN + 2QANT~1QAN
_2QANT-1A" 4 24171 AT~ 1e-ATx+8(a) t
—8Bte-ATxr-1[—241(I'"1) QAN — 2ATT~1Q, AN — 2ATT1QAN,
+2Q,ANT 1QAN + 2QAN,I'"*QAN + 2QAN(I' 1), QAN + 2QANT~1Q, AN
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+2QANT'QAN, + 2AT(T' 1), AT — 2Q,ANT AT — 2QAN,I'"1AT
—2QAN(T1), AT — QAN — QAZN,Jr~te-Atx+8(4") cct
—8Bte~AT*-1[—QA2N — (41)2 — 24TT~1QAN + 2QANT~1QAN
_2QANT-A" 4+ 241T-141(I1), e~4Tx+8(4") e ot
+8Bte=4"™T=1[—QAZN — (41)? — 2ATT~1QAN + 2QANT~1QAN

_2QANT-1AT 4+ 2411 AT 1At e-aTx+8(a?) e ot

= 8BtATe=A"*T-1[—QA2N — (A1) — 24TT~1QAN + 2QANT1QAN
_2QANT-1AT 4 24171 4Tr—Le-ATx+8(a") et
—8Bte=AT*[-14t 4 Atr—1 — 2r—14TT~1 4 2r-1QANT 1]
[-QA%N — (AT)? — 2ATT"1QAN + 2QANT1QAN — 2QANT AT
3
+2ATT AT T te=ATx+8(aT) ¢ct _ gpte-aTxp-1
[—2AT(T71AT + ATT~1 — 2141 + 2T 1QANT 1) QAN

—2ATT"1(—ATQ — QA)AN — 2ATT"1QA(—AN — NA")

+2(—ATQ — QA)ANT*QAN + 2QA(—AN — NAI'"1QAN
+2QAN(T AT + ATT~1 — 2T 1A~ + 2I'"1QANT 1) QAN
+2QANT1(—ATQ — QA)AN + 2QANT1QA(—AN — NA")
+2AT(T*AT + ATTt — 2r1ATT-1 4+ 2r-1QANTH) AT
—2(—ATQ — QA)ANT AT — 2QA(—AN — NAD)r—1At
—2QAN(T A" + ATT=1 — 2T 1A~ + 2I'"1QANT D) AT
—(~A1Q — QA)AZN—QA?(~AN — NAT)r-1e-a"x+8(a") ¢ t
—8Bte~4"™T-1[—QAZN — (41)? — 2ATT~1QAN + 2QANT~1QAN
—2QANT AT + 24T 1AT|[T1AT + AT~ — 21 tAfT 1
+20LQANT 1 T-le=ATx+8(4") et

+8Bte=AT*-1[—QA2N — (A1)2 — 2ATT~1QAN + 2QANT~1QAN

_2QANT-1AT 4 241T-141 T-1Ate-ATx+8(aT) et

Upry = —8BTe AT*T-1[6(A1)2r 14T — 6(AT)2T~1QAN — 2(41)3
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+12ATT1ATT QAN — 12ATT"1QANT QAN + 6ATT~1(4™)?
—12ATT71ATT AT + 12ATT 1QANT AT + 6ATT"1QA%N
—12QANT 1ATT"1QAN + 12QANT1QANT QAN — 6QANT1(AT)?2
+12QANT AT 1AT — 12QANT 1QANT AT — 6QANT 1QA’N

3
—6QA2NT1QAN + 6QA2NT 1At +2QA3N|T~te-ATx+8(aN)tct  (3.2.2.14)

elde edilir. Simdi u’nun t degiskenine gore tiirevini hesaplanirsa

U = —ZBTe_ATX(F_l)te_Afx+8(A+)3fCT — 16BTe‘A+XF‘1e‘A+x+8(AT)3t(AT)3CT
= 16BTeA™X[r~1(41)3 —T-1(4")3r*
+T71QAPNT 1 — I (4t)}] emateralal) et

u, = 16Bte"ATXP-1[Q 43N — (A1)3|r—Le-ATx+8(aT) ot (3.2.2.15)
elde edilir. (3.2.2.1) ve (3.2.2.12) kullanilarak

S3uutu,
— 3 [—ZBTe_ATxF(x, t)—1e—A’fx+8(A+)3tC+] [_Zce—Ax+8A3t(F(x' t)'l')—le—AxB]

_apt—Atxp-1 _ atp-1,-atx+s(at)’e ot
[-4BTe I'[QAN — ATl e C']

3uu'|‘ux — _4SBTe—A+XF—le—ATx+8(A1')3tc'|‘Ce—Ax+8A3t(l"'l‘)—le—AxBB'I'e—ATX

F—l[QAN _ AT]F—le—A+x+8(A'r)3tc'|'

— _48B'|'e—ATXl"—1 [e—ATx+8(AT)3tc'|'Ce—Ax+8A3t]F—l [e—AxBB'I'e—ATX]

[1[QAN — AT|r~1e=4Tx+s(a™ et

elde edilir. (3.2.2.7) ve (3.2.2.8)’ deki Q ve N ifadelerinin x degiskenine gore tiirevleri

alhinip yerine yazilirsa
3
3uutu, = —48Bte AT™*~1(—Q, )1 (=N, )[1[QAN — At]T~Le~4Tx+8(aT) ¢t

= —48BTe A"XI1[41Q + QAT [AN + NATIT-1[QAN — ATr—1e-atxre(ah) et
elde edilir. Boylece
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3uutu, = —48BTe AT -1[A1QI AN + ATQIINA' + QAT ~1AN + QAT NA%]

“1[QAN — ATr~te~4Tx+s(a?) et

elde edilir. Buradan

ATQIINAT = AT[QTIN]AT = AT[I = T71]AT = (4T)? — ATT 14T (3.2.2.16)
QAT INA' = QANT 1At ve ATQT 1AN = ATT~1QAN (3.2.2.17)
QAT AN = QA[I — NT"'Q]JAN = QA*N — QANT"1QAN (3.2.2.18)

esitlikleri kullanilirsa
3uutu, = —48BTe AT*x-1[(41)2 — ATT-14" + QANT 14" + ATT-1QAN

+QAZN — QANT1QANIT1[QAN — ATr-1e-atx+8(4")cct
elde edilir. Boylece

3uutu, = —48BTe A™XT~1[QA2N + (A1)2 — (QAN — ADI1(QAN — A")
3
I~1(QAN — AHr—1e-ATx+8(4") ¢t (3.2.2.19)
olur. Diizenlemeler sonucunda
3uutu = —48BTe A™X-1[(QAN — ADI~1(QA2N + (41)?)

_(QAN — AT T"1(QAN — ANT1(QAN — AH)|r—Le~ATx+8(a") et (32.2.20)

elde edilir. Benzer islemler yapilarak 3u,u’u ifadesi de kolaylikla elde edilir.

Boylelikle (3.2.2.12)-(3.2.2.20)araligindaki esitlilikler (3.2.2.6)’da yerlerine

yazilirsa

16B+e—ATxF—1[QA3 — (aH3r-1 —A"'x+8(A1') tct
—48BteATXT-1[(QA2N + (AH2)I1(QAN — A1)

—(QAN — AT)T™1(QAN — AN =1(QAN — AT~ 1e~ATx+8(aN et

—48BteATX[-1[(QAN — AN 1(QA2N + (4H)?)
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—(QAN — AT T"1(QAN — ANT1(QAN — AT)|r—Le-aTx+8(aT) ot
—8Bte=AT*r-1[6(AM)2r1AT — 6(A1)2I1QAN — 2(41)3
+12ATT"TATT~1QAN — 12ATT"1QANT QAN + 6ATT1(4T)?
—12ATT71ATT AT + 12ATT"1QANT AT + 6ATT"1QA%N
—12QANTYATT"1QAN + 12QANT"1QANT QAN
—6QANT (A2 + 12QANT1ATT1AT — 12QANT"1QANT AT
—6QANT QAN — 6QA*NT1QAN + 6QA*NT 1At
+2QA3NIT-1Ate=atx 84N ot = g

olur. Boylece

up + 3uutu, + 3uutu + Uy, =0

bulunur. Boylece (3.2.2.1)’in, (3.2.1.1)’in ¢dziimii oldugu gosterilmistir.

3.3. Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi

Lineer olmayan Schrodinger denklemi (NLS) lineer olmayan integrallenebilir
kismi diferansiyel denklemdir. Bu denklem adin1 Avusturyali tinlii kuantum fizikgisi olan
Erwin Schrodinger’den almaktadir.

3.3.1. Tekil-Soliton Coziimii ve Gosterimi

NLS denklemi

Uy + Uy, + 2ul?u =0 (3.3.1.1)

seklinde ifade edilir.
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Kdv ve mKdV denklemlerinin aksine NLS denkleminin ¢oziimleri karmasik
degerlidir. (3.3.1.1) denkleminin lineerligini bozan terim 2|u/|? ifadesidir.

Bu boliimde oncelikle (3.3.1.1) denkleminin bilinen tekil soliton ¢dziimii

u(x,t) = ae'Bx+rt+&gech(ax + bt + c) (3.3.1.2)

incelenecek ve (3.3.1.1) denklemini sagladig: gosterilecektir. Burada a, 8,7, €, a, b ve ¢
parametreleri (3.3.1.2) denklemi (3.3.1.1)’in ¢oziimii olacak sekilde belirlenmelidir.
Bunun igin (3.3.1.2) ¢o6ziimiiniin (3.3.1.1) denklemindeki x ve t degiskenine gore

tirevleri alinirsa

u; = aiyeFX+rt+8sech(ax + bt + ¢)

+aelBX+vt+8) (_ptanh(ax + bt + c)sech(ax + bt + ¢))

= qe!B**+vt+&sech(ax + bt + ¢)[iy — btanh(ax + bt + c)]
= u[iy — btanh(ax + bt + ¢)] (3.3.1.3)

u, = aife!B*+vt+&sech(ax + bt + ¢)
+aelBX+vt+8) (—gtanh(ax + bt + c)sech(ax + bt + ¢)
= qe!P**+rt+&)sech(ax + bt + c)[iff — atanh(ax + bt + ¢)]
= u[if — atanh(ax + bt + ¢)] (3.3.1.4)

Uy = aife!B¥+Yt+Esech(ax + bt + c)[if — atanh(ax + bt + c)]
+ae!BX+vt+e)[—gtanh(ax + bt + c)sech(ax + bt + c)

(iB — atanh(ax + bt + ¢)) + sech(ax + bt + c)[—a?sech?(ax + bt + ¢)]]

= qe!Px*rt*+&sech(ax + bt + c)[—f? — aiftanh(ax + bt + c)
—aiftanh(ax + bt + ¢) + a’tanh?(ax + bt + ¢) — a?sech?(ax + bt + ¢)]
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= u[—p? — 2aip

sinh(ax + bt +c) [sinh?(ax + bt + c)
cosh(ax + bt + ¢) cosh?(ax + bt + ¢)

1
~ cosh? (ax + bt +¢)

(3.3.1.5)

elde edilir.
cosh?(x) — sinh?(x) = 1

esitliginden

, [cosh?(ax + bt +¢) — 2
cosh?(ax + bt + ¢)

= u[—pB? — 2aiftanh(ax + bt + ¢) + a? — 2a*sech?(ax + bt + ¢)] (3.3.1.6)

elde edilir.

Uy, = U[—B? — 2aiftanh(ax + bt + ¢) + a

(3.3.1.1) de bulunan u? terimi

lul? = uut

olarak ifade edilirse

|u|? = ael(B*+rt+€)sech?(ax + bt + c)ae " {F*+¥t+€)sech?(ax + bt + ¢)

|ul?> = a?sech?(ax + bt + ¢) (3.3.1.7)

elde edilir. Boylece (3.3.1.3), (3.3.1.6) ve (3.3.1.7)’de elde edilen tiirevler (3.3.1.1)

denkleminde yerine yazilirsa

iu[iy — btanh(ax + bt + ¢)] + u[—B? — 2aiftanh(ax + bt + ¢) + a?
—2a?sech?(ax + bt + ¢)] + 2a?sech?(ax + bt + c)u = 0 (3.3.1.8)

bulunur. Buradan

—y — ibtanh(ax + bt + ¢) — f? — 2aiftanh(ax + bt + ¢) + a?
—2a?sech?(ax + bt + ¢) + 2a?sech?(ax + bt +¢) =0

veya
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—y — B? + a? — itanh(ax + bt + ¢)(—b — 2ap)
+sech?(ax + bt + ¢)(—2a? + 2a?) =0

olur. Son esitlikten

—y—pB*+a*=0

—b—2aB =0
ve
—2a*>+2a%=0

olmalidir. Buradan

Yy =a?—p? (3.3.1.9)
b=—2ap (3.3.1.10)
ve

a=+a (3.3.1.11)

ifadeleri elde edilir. € ise keyfi sabittir. (3.3.1.9), (3.3.1.10) ve (3.3.1.11), (3.3.1.1)

¢Oziimiinde yerine yazilirsa

u(x, t) = +ael(Bx+(a®~b*)t+e)sech(ax — 2aft + ¢) (3.3.1.12)

elde edilir.
3.3.2. N-Soliton Gosterimi

Bundan 6nceki iki denklemde de oldugu gibi NLS denklemi i¢in N-soliton formiilii

elde edilecek ve gosterilecektir. ADV yontemine gore N-soliton ¢éziim
u(x,t) = —2Bte~A"xT(x, 1) "le~ATx+4i(aNt ot (3.3.2.1)

ile verilir. Burada
I'x,t) =1+ Q(x,t)N(x) (3.3.2.2)

dir. (3.3.2.2)’de ki Q(x, t) ve N(x) ifadeleri ise
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o)

D= —ats—4i(at)’t ot o, —As—aiA2t
Q(x,t): [e C'Ce ds (3.3.2.3)
X
N(x):= f e Azppte=4'z gz (3.3.2.4)
X
Q(x,t) = e—A*x+4i(A*)2tQ(O,O)e—Ax—z}iAzt (3.3.2.5)
N(x) = e 4*N(0)e 4" (3.3.2.6)

tanimlanir. Buradan

(3.3.2.2)- (3.3.2.4)esitlikleri kullanilarak x ve t degiskenlerine gore tiirevleri alinirsa

I, = QN + QN, (3.3.2.7)
[} = Q:N (3.3.2.8)
Q, = _ATQ—A’Fx+4i(A’f)2tQ(O O)Q—Ax—a}iAZt _ e—A*x+4i(A’f)2tQ(0 O)Q—Ax—éliAztA
Q,=-AT0-04 (3.3.2.9)
ve

N, = —Ae™*N(0,0)e 4™ — ¢=4xN(0,0)e=4"x At

N, = —AN — NAT (3.3.2.10)
esitlikleri elde edilir. Benzer sekilde

Q. = 4i[(A)%Q — QA?] (3.3.2.11)

elde edilir. Buradan

r‘*t=I1+NQ (3.3.2.12)
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r-'g=rH™

NIt = (NN

bulunur.

(3.3.2.13)

(3.3.2.14)

u(x, t) ifadesinin x ve t degiskenine gore tiirevleri alinmadan 6nce T, T, ~*

I, ve I, ™! ifadeleri bulunmasi gerekmektedir. Buradan

[} = QN
dir. Boylece (3.3.2.11) kullanilirsa

. 2 ,
Ft — 4i(A-I-)Ze—A1'x+4l(A1') tQ(O,O)e_Ax_4LAZtN
—4ie‘A+x+4i(A+)2tQ(0 O)e—Ax—4iA2tA2N

elde edilir.
e_A+x+4i(A+)2tQ(O,O)Q_Ax_4iA2tN =T — Ip

—at (A2 —Ax—4iA>
e Ax+4-l(A)th Ax 4-lAt=Q

(3.3.2.15) ve (3.3.2.16) esitlikleri kullanilirsa

I, = 4i[(AN)?T — (4T)% — QA?N]

bulunur. Buradan

[1=-rrrt

ifadesi yardimi ile
[ = —4i[T7'(AT)? —=T~1(AT)’T ' = T~1QA*NT ]
elde edilir. Benzer sekilde

[y = QxN + QN,
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I, = _A”re—A’fx+4i(AT)2th—Ax—4iA2tN _ e—A’rx+4i(A’f)2tQAe—Ax—4iA2t N

—Atxtai(at)? —Ax—diA2 _ _at —atxtai(at)? —Ao—aiA2t  — _at
_eAx+4L(A)th Ax—4iA%t g o AxNeAx_eAx+4L(A)th Ax—4iA%t o —Ax N o —ATx g1

e_A+x+4i(AT)2tQ(O,O)B_Ax_4iA2tN =T - Ip (3.3.2.19)

e—Atx+4i(at)’c 0,0)e A 414t o=4x N (0,0)e~AT* =T — I, (3.3.2.20)
(3.3.2.19) ve (3.3.2.20) esitlikleri kullanilirsa

I, =—ATT+ AT — 2Q0AN —TAT + At

elde edilir. Buradan

Iyt = —r-ir,r-!

ifadesi yardimu ile

I;'=T"1AT + ATT=1 — 27141 + 2I'"1QANT ! (3.3.2.21)
elde edilir. Simdi u’nun t degiskenine gore tiirevi hesaplanirsa

u, = _ZB'I'e—A"'x(F—l)te—A+x+4i(AJf)2tC+ _ 8iB+e—A’fo—1e—A’fx+4i(A’f)2t(A+)ZC+

. 2
u, = 8iBte=A"™T=1[—(41)2 — QAZN|T~1e-ATx+4i(4T) ¢t (3.3.2.22)
. 2
iu, = 8Bte=AT*T-1[(A1)2 + QAZN|T—le-ATx+4i(4T) ¢t (3.3.2.23)
elde edilir. Simdi ise u’nun x degiskenine gore tiirevini hesaplayalim.

U, = ZB'I'e—ATxA'I'F—le—ATx+4i(AT)2tC"I'

_ZBTe—A*x[F—lAT + AT = 2r-1Atr-1! + Zr—lQANF—l]e—A"'x+4i(A'r)2tC1-
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+ZB'|'e—ATxl"—lA'l'e—ATx+4i(AT)2tc'|'
w, = 2BTe=A™x[Atr—1 — 114t — AtT=1 4 2r-14tT-1 — 2r-1QANT 1
+F—1A+]e—A‘fx+4i(AT)2tC+

u, = 4Bte~ATxT-1[4T _ QANIT-te-Atx+ai(aT) ot (3.3.2.24)

elde edilir. u’nun tekrardan x degiskenine gore tiirevi alinirsa

u,, = —4Bte —A'rxA'I'F—l[A'I' — QAN]T? —A"'x+4l(A"') tct
+4Bte —ATx(F 1) [At — QANIT ! —ATx+41(A’F) tct
+4BT AT L[AT — Q, AN — QAN,]TLe~ATx+4i(a) ¢t
+4Bte~ATXP-1[4t _ QAN (F—l)xe—A*xHi(A*)thT
—4Bte=A"xr-1[At — QAN] T~ Ate-Atx+(aN) cct

u,, = —4Bte —ATxA+F—1[A+ — QAN]T? —ATx+4l(A’f) tct
+4Bte~A™[[~14% 4 ATT~1 — 2r~14TT~1 4 2I1QANT ]
(At — QAN]F—1e—A’fx+4i(A‘f)2tC+
+4Bte=ATxr=1[4t — (~ATQ — QA)AN — QA(—AN — NAD)]
[-1e-Atx+ai(at)’e ot
+4Bte=ATXP-1[4t — QAN][T1A" + ATT~1 — 2I1AtT~1 + 2I"1QANT ]

e—ATx+4i(A1')Ztc'|' _ 4_B'|'e—A+xl'*—1[A'l' _ QAN] F—lA'I‘e—ATx+4i(AT)2tc'I'

W =4BTe=AT*T-1[(A1)2 — ATQAN — 241714 + 24T -1QAN + 2QANT 1At
+ATQAN + QA%N + QA?N + QANAT + (A1)? — QANAT — 24T 14t
+2QANT1AT+24TT"1QAN — 2 QANT~1QAN] I—Le-ATx+ai(aT) t ot

o = 4BTe=ATXT-1[2(41)2 — 44T -14 + 4ATT1QAN + 4QANT 1At
_4QANT~1QAN + 2QA2N|T~te-ATx+4i(a") et
o = 8BTe=AT*P-1[(41)2 — 241714t + 241T-1QAN — 2QANT QAN

+2QANT-1AT + QAZN|T—Le-ATx+4i(aT) e ot (3.3.2.25)
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bulunur. Simdi (3.3.1.1) de ki 2|u|?u ifadesini hesaplayalim

ut(x, t) = —2Ce~Ax—4A’t(T1)~1g-4Axp (3.3.2.26)
dir. Boylece

2|ulu = 2uutu = 2(—ZBTe‘ATxF‘le‘AT“‘”(AT)ZtCT)
(_ZCe—Ax—4iA2t(F+)—1e—AxB)(_ZBTQ—ATxF—1e—A’fx+4i(A’r)2tC+)

veya

2|ul?u = _16B+e—ATxI~—1[e—A’fx+4i(A’r)2tC+Ce—Ax—4iA2t](Ff)—1[e—AxB

B'I'e—A‘rx]F—le—A'l'x+4i(A1')2tC'r (3.3.2.27)
bulunur. (3.3.2.3) ve (3.3.2.4)’de ki esitliliklere integralin 1. temel teoremi uygulanirsa

koyulan bu parantezlerin iglerinin
_Qx — e—ATx+4i(AT)2tc'I'Ce—Ax—4iA2t i A'I'Q + QA

—N, = e4*BBte~4"* = AN 4+ NAt
oldugu goriiliir. Bu bulunan ifadeler (3.3.2.27)’de yerine yazilirsa

2|ul?u = —16Bte=A"™*T-1[(41Q + QA)(I') (AN + NAM)]

r-1p-atxtai(at)’e ot (3.3.2.28)

elde edilir.
Simdi (3.3.2.23), (3.3.2.25) ve (3.3.2.28) esitlikleri (3.3.1.1)’de yerine yazilirsa

Uy + Uy, + 2|ul?u =

8Bte~ATxp-1[(A1)2 4 QAzN]F—1e—ATx+4i(AT)2tC+
+8Bte~A"xr-1[(41)2 — 241T14" + 241T-1QAN — 2QANT1QAN
+2QANT1AT + QAZN]T—Le-ATx+ai(aT) e ot

. 2
—16BTe‘ATxF‘1[(ATQ + QA)(IMH~L(AN + NAT)]F—le—ATtz(AT) tet

= 8Bte=AT™T-1[2(A1)2 + 20Q42N — 241714t + 24TT-1QAN — 2QANT1QAN
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+2QANT1AT — 2ATQAN — 2ATQNAT + 2ATQNT1QAN + 2ATQNT1QNAT
—2QA%N — 2QANAT + 2QANT QAN + 2QANT~1QAT]

F—1e—ATx+4i(A’r)2tC’r (3.3.2.29)
bulunur. Buradan
I'=1+QN

esitliginin her iki tarafi soldan I'"? ile ¢arpilirsa

r-ir=r-tr+r-1Qn

[=T"1+T QN

elde edilir. Buradan

[-T71=T"1gN (3.3.2.30)
bulunur. Ayrica

r'=1+NQ

esitliginin her iki tarafi soldan (I'")~! ile carpilirsa

(Ot = (D™ + (r)7INQ

[={THT+THINQ

IH1=1-TNH'NQ (3.3.2.31)

(A1)?2 — ATT=14T = AT[I — T 1]4T

= ATQNT 14"

ya da

=ATT-1QNAT (3.3.2.32)
olarak bulunur. Buradan (3.3.2.12), (3.3.2.13), (3.3.2.14), (3.3.2.30), (3.3.2.31) ve
(3.3.2.32) kullanilarak (3.3.2.29) tekrardan yazilirsa
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Uy + Uy, + 2|u|?u =

8BtTe~A"*T-1[24TT-1QNA" + 2QA2N + 2ATT~1QAN — 2QANT1QAN
+2QANT 1A — 2ATQAN — 2ATQNAT + 2AT(I — T™1)QAN + 2AT(I —T~1)QNAT
—2QA%N — 2QANAT + 2QAN(I — T™1H)AT] -1g-Atx+ai(at) ot

elde edilir. islemlere devam edilirse

Uy + Uy, + 2|ul?u =

8BTe~A™T-1[24T1QNAT + 2QA%N + 2ATT~1QAN — 2QANT1QAN
+2QANT AT — 24TQAN — 2ATQNAT + 2ATQAN — 2ATT~1QAN

+2ATQNAT — 2ATT"1QNAT — 2QA%N — 2QANAT + 2QANAT

_2QANT- 1At T-te-4tx+ai(a) et (3.3.2.33)
elde edilir. Boylece (3.3.2.33)’de sadelestirmeler yapilirsa

Uy + Uyy + 2|u|?u =0

Sonug olarak (3.3.2.1)’deki u ¢6ziimii lineer olmayan Schrodinger denkleminin

¢Ozimiudiir.
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tezde lineer olmayan integrallenebilir kismi diferansiyel denklemlerin (KdV,
mKdV, NLS) N-soliton ¢oziimleri i¢in basit ve kompakt formiilleri elde edildi. Bu
gosterim tistel matris ve ti¢lii A, B, C matrisleri kullanilarak ADV metodu yardimiyla
elde edildi. Bu formiiller herhangi soliton sayisi i¢in kompakt olabilir ancak anlagilmasi
kolaydir. Ancak ti¢lii matris ve tistel matris kullanmaksizin ¢6ziim formiilleri ¢ok uzun
olabilir ve anlasilmas1 epey zor olacaktir. Bu formiillerin davranislari incelenirken matlab
ve maxima programlarindan yardim alinmistir.

Solitonlar tizerindeki ¢alismalar diizenli bir sekilde artmaktadir ve son bulunan bazi
sonuglar bu artisin daha da fazla olacagim1 gostermektedir. Bu tezde de bu sonuglar
tizerinde ¢alisilmaktadir. Bu ¢alismaya bir 6rnek, Prof. Dr. Tuncay AKTOSUN ve onun
calisma arkadaslar1 2010 yi1linda NLS denklemi i¢in N-soliton ¢6ziimiinii gelistirdiler. Bu
gelisim NLS denkleminin daha genel bir gosterimi olmustur. Bu sonucu ortaya ¢ikarmak

icin temel olarak ti¢lii matris ve listel matrislerden yararlanmislardir.
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