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OZET

Bir Simif Parabolik Denklem Icin Karisik Problemin Fourier Yéntemi ile

Coziimii

Cok sayida gerek Matematik, gerekse teknolojik problemlerin incelenmesi pa-
rabolik denklemlerle (u; = a*u,, + f(t,)) ilgilidir. Bu yiizden sézkonusu denklem
i¢in gesitli problemler (baglangig deger, sinir deger, karigik problem vs.) bilim adam-
larinca farkl yontemlerle incelenmis ve incelenmektedir.

Ele alinan tez caligmasinda ilk defa Euler tipi parabolik denklem diye adlan-

diracagimiz denklem igin

Uy = (2% Upy + TU,) + f(E, T), 0<t<T, 1<xz<e™) (0.1)
(0,2) = p(z) (I<z<en) (0.2)
u(t,1) = u(t,e™) =0 0<t<T) (0.3)

u

karigik probleminin ¢ozlimiiniin varligi ve tekligi Fourier, bagka bir deyisle degisken-
lerine ayirma yontemi ile incelenmigtir. Burada (¢, ) bilinmeyen fonksiyon, ¢(x) ve
f(t, z) ise belli 6zelliklere sahip bilinen fonksiyonlardir (0 <t < T < oo, 1<z <e™).

Tez ii¢ boliimden olugsmaktadir.

1. Boliim tez yaziminda bagvurulan bilgiler,
2. Boliim Euler tipi tiirdes parabolik denklem icin karisik problemin ¢oziimii,
3. Boliim Euler tipi tiirdeg olmayan parabolik denklem icin karigik problemin

¢Ozumi.

Anahtar Kelimeler: Dirichlet Problemi, Euler Tipi Parabolik Denklem, Fourier

Yontemi, Kaynak Fonksiyonu.
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SUMMARY

Solution of Mixed Problem For A Class of Parabolic Equation by
Fourier Method

The analysis of most problems, either Mathematical or technological, are rela-
ted to parabolic equations u; = a*u,, + f(t, ). This is why various problems about
these equations (initial value, boundary value, mixed problems etc.) have been exa-

mined and are being examined with different methods by scientists.

In this current thesis we study, the uniqueness and the existence of the solution

of the mixed problem for the equation called Euler type parabolic equation

Uy = (2% Upy + TU,) + f(E, T), 0<t<T, 1<x<em),
u(0, ) = ¢(x) (I<z<em
u(t,1) =u(t,e™) =0 0<t<T)

has been examined with Fourier method, in other words the method of seperation of
variables. Here U (t, x) is the unknown function, ¢(x) and f(t, z) are known functions

with specific properties (0 <t <T < o0, 1<z <e€m).

The thesis consists of three parts.

Part 1. Preliminaries used in the thesis,

Part 2. Solution of the mixed problem for Euler type homogeneous parabolic
equations,

Part 3. Solution of the mixed problem for Euler type nonhomogeneous parabolic

equations.

Keywords: Dirichler Problem, Euler Type Parabolic Equation, Fourier Method,

Kernel Function.
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SIMGELER ve KISALTMALAR

L?[a, b]

[a,b] arahgmda karesi integrallenebilen fonksiyonlar kiimesi
la,b] arahginda pargal siirekli fonksiyonlar kiimesi

D bolgesindeki siirekli fonksiyonlar kiimesi

[a, b] arahiginda birinci tiirevi siirekli olan fonksiyonlar kiimesi
la,b] arahiginda iki fonksiyonun i¢ ¢arpimi

Ortalama karesel sapma

Kaynak fonksiyonu

Tiirdes kismin ¢oziimii

(oziim burada bagliyor

(oziim burada bitiyor



1. GENEL BILGILER

1.1. L*[a,b] Uzay

b
Tanim 1.1. f : [a,b] — R bir fonksiyon olsun. Eger / f?(z)dx integrali mevcut

ise f ye [a,b] araliginda karesi integrallenebilir fonksiyona denir (Halilov ve Hacisali-
hoglu, 2009). [a, b] arahginda karesi integrallenebilen fonksiyonlar kiimesi L?[a, b] ile

gosterilir (Soykan, 2008).

Teorem 1.2. L?[a,b] kiimesi agagida tanimh toplama, ¢arpma ve skalerle ¢arpma

igslemleri ile bir vektor uzayidir.

Va € [a,b], Vf,g € L?[a,b] ve X € R i¢in
(f +9)(@) = f(z) +g(z)

(f-9)(z) = f(x)g(x)
(A)(z) = Af(x)

Ayrica bu uzayda

(f.9) = / f(2)g(x)de

bir iggarpim tanimlar. Bu i¢ ¢arpima L?[a, b] uzaymin standart i¢¢arpims denir. Bu
igcarpim ile L?[a, b] bir iggarpim uzayidir. Bu uzayda i¢garpim yardimiyla f € L?[a, b]

olmak tizere

Al =V (f: f) (1.1)

normu tanimlanabilir. Bu norm ile L?[a, b] uzay1 bir normlu i¢carpim uzayr olur

(Soykan, 2008).

Tamim 1.3 (Ortogonal Kiime). {f,} C L?[a,b] bir fonksiyonlar dizisi olsun.

’ 0, L F ]
[ r@pwie=g T (12)
a LAill5, i=1
esitligi saglandiginda bu diziye [a,b] de ortogonal fonksiyonlar dizisi denir (Halilov

ve Hacisalihoglu, 2009).



r(z), [a,b] araliginda negatif olmayan ve integrallenebilen fonksiyon olmak
izere
eger 1 # j icin .
| t@s@rads =0
esitligi saglaniyorsa { f,,} fonksiyon dizisine [a, b] araliginda r(z) agurlik fonksiyonuna
gore ortogonal fonksiyonlar dizisi denir (Vretblad, 2003).

r-agirhikli norm ise, f € L?[a,b] olmak iizere

Hﬂp:(l@%mmmw)é

esitligi ile verilir.

Ornek 1.4. Asagida verilen f(z) ve g(x) fonksiyonlarmin verilen arahkta iccarpi-

mini ve normlarini bulup,verilmigse r agirlikli, ortogonal olup olmadiklarini belirle-

yiniz.

1. flx)=2z, g(z)=x+1, 0,1]

2. f(z) =sinnz, g¢g(x)=cosnz, ne€Z, |-, T
3. f(z) =sin(2nlnzx), gx)=1, r(z)= é, neZ, [l
O 1L

3 21

1
(f,g):/O x(x—i—l)dac:%—i—%

5
g O

(f,g) # 0 oldugundan, ele alinan fonksiyonlar [0, 1] araliginda ortogonal degildir.

1 31
9 9 x 1 1
= X dx = — = -, = -_—
k= [ Tl =3 1=
1 31
(x+1) 7 7
ol = | (o Ve = =5 lll=y/1
0 0
2. [—m,m] araliginda sinnz tek, cosnzx ¢ift fonksiyon oldugundan ¢arpimlar: tek

fonksiyondur. Tek fonksiyonun simetrik araliktaki integrali sifira esit oldugundan

(f,9) = / sinnx cosnxdx = 0

—Tr



yazilabilir. Yani sinna ve cosnz fonksiyonlar1 Vn € Z igin [—m, 7] arahginda orto-

gonaldir.
1117 = /:SiHand:v = 2% /07?(1 — cos 2nx)dx =, Ifll = V7
llgl|* = /: cos® nxdr = 2% /Oﬂ(l + cos2nx)dx = m, lgl| = v/
3.

e™ 1 e™
(f,9) = / Isin(2nlnz)—dx = / sin(2nlnx)dInx
1 € 1

" _ (-1 -1)=0

1
= — —cos(2nlnx) ——
2 2n

n

1

1
oldugundan ele alinan fonksiyonlar [1, "] arahgimda — agirlikli ortogonal fonksiyon-
x

1
lardir. Simdi — agirlikli normlarini bulalim.
x

e

e 1 1 e
/PP = / sin?(2nInz)~dz = 5/ (1 —cos(4nlnz))dinz
1 1

s
e m m
=3 =3

=, lgll = v/

1

™

— %(lnx i sin(4nlnz))

™

1
o= [ jdr=tna
1 e

olarak bulunur. ©

Ornek 1.5.

sinz,sin 2z, ...sinnx,. ..

fonksiyonlar sisteminin [0, 77| de ortogonal oldugunu gosteriniz.

O Vn,k € Nigin n # k olmak iizere

s 1 ™
(sinnz,sin kx) = / sin nz sin kxdx = —5 / (cos(n + k)z — cos(n — k)z) dz
0 0

=0.
0

! Csin(n k)x]

n —

1 1
= —§[n+ksin(n—|—k)a:—
n =k igin
: : T, L ["
(sinnz,sinnz) = sin” nxdx = 5 (1 — cos2nz)dx
0 0

1 Lo N\
—2(13 Qnsmnw

elde edilir ki bu, s6zii edilen fonksiyonlar sisteminin ortogonal oldugunu gosterir. @

3

0




Tanim 1.6. {f,} C L*[a, b] fonksiyonlar sistemi igin

’ 0, i#J
/ fi(z) f;(z)dr = o (1.3)
a 1, 1=y
esitligi saglandiginda ona [a, b] de ortonormal fonksiyonlar sistemi denir (Halilov ve

Hacisalihoglu, 2009; Vretblad, 2003).

Ornek 1.7. Asagidaki fonksiyonlarin verilen araliklarda L? ye dahil olup olmadik-

larimi arastirip, sozii edilen uzayda olanlarin L? de normlarmi bulunuz.

1
1, 0<e< =
L f(x) = 1 2
0, = <z<l1
2
2. f(x) ! 0<z<l1
r)=— T
e
1
3. f(x):;, l<z<oo
. 1
4. f(z) =sinlnz, [1,€7], r(r) =

T

Jun

3 1 1
O 1 ||f||2:/ 12d:v—|—/ 02dx=§, yani f € L*(0,1) ve
0 1

1
||f||zﬁ-
2.

||f||2=/ Lo = tim [ Ldr=— lim e = o,
0 €T

e=0t J. X e—=0t
vani f ¢ L*(0,1).
3.

||f||2:/1 PdSC:lim —2dq;:_]im_

O halde ||f|| = 1 olup f € L*(1,00) olur.
4.

™

¢ 1 L[
1f117 = / Sin2lnx—dx——/ (1 —cos2lnz)dlnz
1 Z 2 )1

1 1 .
=—|lnzx—=sin2lnz
2 2

vani ||f|], = \/g olup f € L?[1,€™]. ©

e
1

m
2



Ornek 1.8. [1,¢"] kapah araliginda
sinlnz,sin2lnz,... . sinnlnz,... (n=1,00)

1
fonksiyonlar sisteminin — agirlikli ortogonal sistem oldugunu gosteriniz.
x

O T
€ 1
/ sin(nlnx)sin(kInx)—dx
1

T

1

integralini hesaplamak icin Inx = u degigken degisimi yapilirsa, —dx = du ve x =1
x

de u =0, r = €" de u = 7 olur. Bu nedenle

™

e 1 7T
/ sin(nlnz)sin(kInz)—dr = / sin (ku) sin (nu) du
1 X 0

sonucuna varilr. sinnu ,(n = 1,00) fonksiyonlar sistemi [0, 7] de ortogonal oldu-
N 1

gundan (Ornek 1.5), ele alinan sistem [1, e™] araliginda — agirlikl ortogonal sistem
x

olur. ©

1.2. Fonksiyon Serileri

Terimleri, herhangi bir bolgede tanimli fonksiyonlardan olusan seriye fonksiyon

serist denir ve
@)+ fol@) + -+ fale) +... veya Y ful) (1.4)
n=1

seklinde yazilir.(1.4) serisinin f,(z), (n = 1,2,...) terimlerinin, ortak tanim bolgesi

D olsun. Agiktir ki x yerine belli bir xq € D degeri yazildiginda, fonksiyon serisi,

Z fu(mg) say1 serisine doniisiir. Z fn(zo) say1 serisi yakinsak ise Z fu(z) fonksi-

n=1 n=1 n=1
yon serisine xq noktasinda yakinsak seri, xy noktasina ise yakinsaklik noktas: denir.

oo
=z . cosnx . ... . . o
Ornegin, E 5 fonksiyon serisinin terimleri D = (—o0, 00) araliginda tanimli-
n=1 n
oo oo
coSNT

1
dir ve ¢y = 0 noktasinda, Z — vakinsak serisine doniigiir. Yani, zo = 0, Z
n

2
n
n=1

n=1
serisinin yakinsaklik noktasidir.

Fonksiyon serisi, herhangi X C D kiimesinin tiim x noktalarinda yakinsaksa,

ona X kimesinde yakinsak seri denir.



Fonksiyon serisi, tiim = € X noktalarinda yakinsak, = ¢ X noktalarinda ise
raksaksa, X kiimesine (araligina), fonksiyon serisinin yakinsaklik kiimesi (aralign)
denir.

Ornegin, Z x™ fonksiyon serisi, |z| < 1 kogulunu saglayan tiim z ler i¢in sonsuz aza-
n=1
lan geometrik dizinin toplami oldugundan, yakinsak, |z| > 1 kogulunu saglayan tiim

x ler i¢inse raksaktir. Yani sozii edilen serinin yakinsaklik kiimesi, (—1,1) araligidir.
Fonksiyon serisinin yakimsaklik bolgesi bos kiime de olabilir. Ornegin, Z(l -+

n=1
2%)" serisinin yakimsaklik bolgesi @ dir.

Fonksiyon serisinin yakinsakligi, onun kismi toplamlar dizisinin yardimiyla da
tanimlanabilir.

(1.4) serisinin n. kismi toplamini

sn(2) = fi(@) + falz) + -+ ful(2)

ile gosterirsek {s,(z)} fonksiyon dizisine (1.4) fonksiyon serisinin kismi toplamlar

dizisi denir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).

Tanim 1.9. Herhangi bir X kiimesinde Z fn(z) fonksiyon serisinin {s,(z)} kismi

n=1

[o.¢]
toplamlar dizisi yakinsaksa, Z fn(x) fonksiyon serisine, X kiimesinde yakinsak sert,

n=1
kismi toplamlarin
lim s,(z) = s(z), reX
n—oo
limitine de, serinin toplam: denir ve Z fn(z) = s(x), (z € X) seklinde yazilir.
n=1

Bilindigi gibi, seri acilimi geklinde verilen her fonksiyonun yaklagik ifadesi ola-
rak, ele alinan serinin n. kismi toplami alinabilir. Bu yaklagik ifade, n ye bagh olarak
istenen kesinlikte bulunabilir ve yapilan hatanin degerlendirilmesi de |f(x) — s, (z)|
i¢in yapilir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009). Bu tiir farklarin degerlendirilme gekline

baglh olarak, asagidaki kavramlari verelim.

Tanmim 1.10. m[a>§] |f(z) —g(x)| ifadesine, [a, b] araliginda g(x) fonksiyonunun, f(x)
z€[a,

ten sapmast denir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).



1 b

Tanim 1.11 (Ortalama Karesel Sapma). b—/ [f(z) — g(x)]’dz ifadesine,
—a

[a,b] arahiginda g(x) fonksiyonunun, f(x) ten ortalama karesel sapmasi denir ve 6>

ile gosterilir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009);

1

# == | ) - s

Tanim 1.12. Ve > 0 sayisina kargilik ng(e) € N sayisi, n > ng(e) kogulunu saglayan

tim n € N ler ve tiim z € X ler icin
|sn(z) — s(z)| < e (1.5)

esitsizligi saglanacak sekilde varsa, (1.4) serisine X kiimesinde dizgin yakinsak serti,
s(z) e de serinin toplam denir (Can, 2004; Halilov ve Hacisalihoglu, 2009; Myint
and Debnath, 2007; Strauss, 2008).

Diizgiin yakinsakligin tanimi asagidaki sekilde de verilebilir.

Terimleri [a, b] arahgimda tamimh fonksiyon serisi

max —0, (N — o)

z€a,b]

s(@) =3 fulw)

sartim saghyorsa, sozii edilen seri [a,b] arahginda f(z) e dizgin yakinsaktir denir

(Strauss, 2008).

Tanim 1.13. Terimleri L?[a, b] de tanimli olan fonksiyon serisi i¢in N — oo da

r

kogulu saglaniyorsa sozii edilen seri, f(z) e ortalama karesel sapma anlaminda ya-

kinsak denir (Myint and Debnath, 2007; Strauss, 2008).

2
dr — 0

s(x) =) fal)

Burada diizgiin yakinsakligin, noktasal yakinsakliktan ve ortalama karesel
sapma anlaminda yakinsakliktan daha kuvvetli oldugunu sdyleyebiliriz. Bunun igin

asagidaki ornegi inceleyelim.

Ornek 1.14. Terimleri (0, 1) araliginda taniml {f,(2)} = {(1 — )z"~'} fonksiyon

dizisini ele alalim.
N
Z(l —z)a"t=1-2" =1, N =00, (0<z<1 oldugundan)

n=1

7



Bu durumda f, () fonksiyonu (0, 1) araliginda 1 e noktasal yakimsaktir. Ustelik

/

oldugundan ortalama karesel sapma anlaminda yakinsaktir. Fakat

2 1
1
1—(1-2") dx:/x2Ndx: —0, (N —o0)
0

2N +1

sup [1—(1—2™)|= sup |2"|=1, VNEeN
2€(0,1) 2€(0,1)

oldugundan f,(z), (0,1) arahgnda diizgiin yakinsak degildir.

Tanmim 1.15. Herhangibir X kiimesinde (1.4) serisinin terimleri i¢in,

|fu(2)] < ay, n=12,... (1.6)
esitsizligi saglanacak gekilde pozitif terimli yakinsak Z a, say1 serisi varsa, (1.4) se-
n=1

o0

risine X kiimesinde sinirlanan seri, E a, serisine de onun sinerlayans denir (Halilov

n=1

ve Hacisalihoglu, 2009).

Teorem 1.16 (Weierstrass Olgiitii). Herhangi bir kiimede smirlanan seri, o kii-

mede mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Sonlu sayida diizgiin yakinsak serinin toplaminin da diizgiin yakinsak oldugunu
ve bir diizgiin yakinsak serinin tiim terimlerini ayni bir sinirh fonksiyonla veya sabitle

carptigimizda diizgiin yakinsaklik bozulmaz (Can, 2004).

Teorem 1.17 (Siireklilik). Terimleri, herhangi bir X kiimesinde siirekli fonksiyon-

lardan olugan (1.4) serisi bu kiimede diizgiin yakinsak ise,
s(x) = fi(z) + folx) + -+ fulz) + ... (1.7)
toplami da X kiimesinde siirekli fonksiyondur (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).

Teorem 1.18 (Terim Terim Integralleme). Terimleri herhangi bir [a,b] ara-

liginda siirekli fonksiyonlardan olugan Z fn(x) serisi, bu aralikta s(x) e diizgiin
n=1
yakinsarsa o zaman

| [imw}dt - i_oj YRy s

esitligi dogrudur. Yani diizgiin yakinsak seri, yakinsaklik araliginda terim terim in-
tegrallenebilirdir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).
8



Teorem 1.19 (Terim Terim Tiiretme). Terimleri, [a,b] araliginda siirekli tiireve

o0
sahip Z fn(x) serisi, bu aralikta yakinsak, terimlerinin tiirevlerinden elde edilen
n=1

Z fr(z) serisi de diizgiin yakmsak ise, o zaman s(z), [a,b] de tiiretilebilirdir ve

n=1

Lf;fnu)}/ - nf;fm (19)

esitligi dogrudur (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).

1.3. Parametreye Bagh integraller

Tanim 1.20. u = f(t,z) fonksiyonu [a, b] X [c,d] = D dikdortgensel bolgesinde ta-
nimli bir fonksiyon olmak {izere fcd f(t, x)dz integraline t parametresine bagl integral
denir ve J

o(t) = / f(t,x)dx (1.10)
ile gosterilir (Can, 2004). C

Teorem 1.21 (Siireklilik). f(¢,x), [a,b] X [¢,d] = D dikdortgensel bolgesinde her
iki degigkenine gore siirekli bir fonksiyon ise ¢(t) fonksiyonu da [a, b] araliginda ¢ ye

gore siireklidir.

o(t),to € [a,b] de siirekli ise

t—to

lim $(t) = B(to) = / f(to, 2)dz

olur. Boylece f(t,z) siirekli oldugunda

lim /df(t,x)dx = /d lim f(t,z)dx

t—to c t—to

bulunur ki bu, limit ile integralin sirasinin degigtirilebildigini soyler (Can, 2004).

Ornek 1.22.

e™

lim — sin Iln zdx
t—0 1 x

tx

limitini hesaplayiniz.
tx

O 0< 6 < 1olmak iizere f(t,x) = © sinlnz fonksiyonu [1 —9,1+4] x [1 —6, 14 0]
T

bolgesinde siirekli oldugundan integral ile limitin sirasi degistirilebilir. Boylece,

o e

e tx

et® € e
lim —sinlnzdzr = lim — sin In zdx
t—0 1 x 1 t—0 I

9



yazilabilir.

lime* = =1

t—0
ve _
e™ 1 e™ e
/ —sinlnxde = / sinlnzd(lnz) = —coslnz| =2
1 T 1 1
oldugundan,
e’ tx
lim —sinlnxdx =2
t—0 1 x
bulunur.

Teorem 1.23 (Diferansiyellenebilirlik). f(¢,z), [a,b] X [¢,d] = D dikdortgensel
bolgesinde siirekli olup Va € [¢,d] i¢in [a, b] arahginda ¢ ye gore siirekli kismi tiireve
sahip ise, (1.10) esitligi ile belirlenen ¢(¢) fonksiyonu t ye gore tiiretilebilirdir ve
tiirevi

d
§(t) = / fult, 2)dz (1.11)

seklindedir. (1.11) esitligi degisken sinirl

B(#)
o= [ sty

seklindeki parametreye bagh integraller igin agagidaki sekilde genellegtirilebilir. «(t), 5(t)
fonksiyonlar [a, b] arahiginda tiiretilebilir fonksiyonlar oldugunda bilegik fonksiyonun

tiirev formiiliine gore

B(®) ’ B(®)
¢(t) = ( » f(t,:v)dx>t=f(t,ﬁ(t))ﬁ(t)—f(t,oz(t)>04(t)+ / , it

(1.12)
olur (Can, 2004).

Ornek 1.24. -
Sin dl_
t) = S
o(t) /_t 1+t+2

iken, ¢/(t) yi dogrudan ve (1.12) yardimiyla hesaplayiniz.
O Dogrudan hesaplamayla

sint dx sint
t) = ——— =In(1+1¢ =In(1 +¢t+sint
o) = [ e = ten)| =it

olup
1+ cost
/
t) = ———
o) 1+t+sint

10



bulunur. Diger taraftan (1.12) yardimiyla

&' (t) :—cost—k——/smtd—x
1+t +sint 1+t—t ¢ (I4+t+a2)?

B cost 14 1 sint
1+t+sint I+t+a|_,

1 +cost

14t +sint

elde edilir. ©

Ornek 1.25.

¢(t):/tt sinxtdx

X

fonksiyonunun tiirevini hesaplayiniz.
O Goriildiigii gibi ¢(t) elementer bir fonksiyon cinsinden gosterilemediginden, dog-

rudan hesaplama yapilamaz. (1.12) yardimiyla

sin t3 sin t2 2
¢'(t) = —5—2t — + / cos wtdx
t t )
2

2sint3  sint? 1 . t

= — + —sinxt

t t ot .

3sint® — 2sin t?

N t

elde edilir. ©

Ornek 1.26. f(r,z) fonksiyonu D = {(7,2) : 0 < 7 < t,1 < x < €7} bélgesinde sii-
er 1 t

rekli fonksiyon ve g(t,7) = / f(r,2)e” "= sinIn xdz olmak iizere ¢(t) = / g(t,T)dr
1 z 0

fonksiyonunun tiirevini hesaplayiniz.

O (1.12) formiiliine gore
¢
o' (t) = g(t,1) +/ ge(t, 7)dr
0

1 1
g(t,t) / f(t Jc)—sm Inxdx ve gi(t,7) = / f(r,x)e™™ —sm In zdx oldugun-

dan
/ ft,x —smlnxd:c—/ / f(r,x) —smlnxdde

elde edilir. ©

11



Teorem 1.27 (Integrallenebilirlik). Eger f(t,2) € C(D) ise, (1.10) esitligi ile
belirli ¢(t) fonksiyonu i¢in

/ab P(t)dt = /ab /Cdf(t,x)dxdt = /cd /ab f(t,x)dtdx (1.13)

esitligi dogrudur. Yani integral ici fonksiyon siirekli oldugunda integralleme sirasi

degistirilebilir (Can, 2004).

1.4. Fourier Serileri

Fourier serileri, matematik ve fizikte pek ¢ok uygulama alani olan énemli seri-
lerdendir. Fizikte elektromanyetik teori, 1s1 teorisi, salinim teorisi, kuantum teorisi,
akustik, elektronik gibi bir ¢ok alanlardaki uygulamalarda, adi ve kismi tiirevli dife-
ransiyel denklemlerin ¢éziimlerinde kargimiza gikar. Taylor serilerinin aksine, Fourier
serileri, istenen mertebeden tiiretilebilir olmalar1 gerekmeyen ve reel degiskenli olan
fonksiyonlarin, 6zellikleri iyi bilinen siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 cinsinden yeni-
den yazilmasidir ve yazilimin 6nemi, 6zellikle uygulamalarda kendini gostermektedir

(Oztiirk, 2012).

Tanim 1.28.

o
agp .
5 + Z (axcoskz + bysinkz) (1.14)
k=1
seklinde belirlenen seriye trigonometrik seri, ag, ay, bp, (k = 1,2, ...) gercel sabitlerine

de trigonometrik serinin katsayilar: denir.

(1.14) serisinin tiim terimleri (—oo, 00) araliginda tanimh ve 27 ortak devrine
sahip fonksiyonlar oldugundan, bu seriyi 27 uzunluklu [0, 27| veya [—7, 7] arahginda
incelemek yeterlidir. (1.14) serisinin

sp(x) = % + (axcoskx + bysinkz) (1.15)
k=1

seklindeki n. kismi toplamina, trigonometrik ¢ok terimli denir.

Pozitif terimli

oo

G 3l + ) (1.16)

12



say1 serisinin yakinsak oldugunu varsayalim. Bu seri (—oo, 00) araliginda tanimlan-
mig ve (1.14) trigonometrik serisinin sinirlayani oldugundan (1.14) diizgiin yakin-
saktir. Boylece (1.16) serisinin yakinsakligi durumunda

flx) = % + Z (ancosnz + bysinnz) (1.17)

n=1

esitligini saglayan 27 devirli bir f(z) fonksiyonu vardir (Halilov ve Hacisalihoglu,

2009). 27 devirli f(x) fonksiyonunun
agp > .
flz) = 5 ; ancosnx + bysinnz, (z € (—m,m)) (1.18)

seklinde diizgiin yakinsak trigonometrik seriye acilmig oldugunu varsayalim. ag, a,, b,
katsayilarini bulmak i¢in diizgiin yakinsak serinin terim terim integrallenebildigine
dayanarak (1.18) egitligi iizerinde agagidaki iglemleri yapalim.

Her iki tarafi [—m, ] arahiginda integralini alalim.

/ flz)dx = % dx + Z (an/ cos nxdx + bn/
—7 —7 n=1 —

™

—T

sin nxdz) . (1.19)

Burada, / cos nxdr = / sinnzdr = 0 oldugunu goézoéniine alirsak

—Tr —Tr

/7r f(x)dx = mag veya ag= %/ﬂ f(x)dx

olur. Benzer gekilde esitligin her iki tarafin1 cos kz ile ¢arpip [—m, 7| araliginda in-
tegralini alalim. Islem yaparken cos kx ile carpmanin diizgiin yakinsakligi bozmaya-

cagina dikkat edelim.

/ f(z) cos kxdx :% / cos kxdxr + Z an, / cos nx cos krdr+
—T —T n=1 —T

0 T
E by, / sin nx cos kxdx.
n=1 -

Burada, sin nx ve cos nx fonksiyonlarinin ortogonallikleri gz oniine alinirsa

1

/ f(z)cosnzxdx = ma,  veya a, = —

f(z) cosnxdx (n=1,00)
™ —T

olur. Son olarak esitligin her iki tarafim sin kz ile ¢arpip [—=, 7] araliginda integralini

alirsak

/ f(z)sin kxdx :% / sin kzdzr + Z an, / cos nx sin kxdr+
— -7 n—=1 —m

00 T
E b, / sin nx sin kxdz.
n=1 -

13



s 1 s
f(z)sinnxdx = b,  veya b, = — / f(z)sinnzdx (n=1,00)
—m T J_x

elde edilir. Boylece (1.18) serisinin diizgiin yakinsakhigi durumunda, katsayilari be-

lirlemek icin
ag = 1/7r f(z)dx
0 — ) . )

1 ™

an = —/ f(z) cos nzdx, (1.20)
™ —T
1 [ ) S

b, = —/ f(z) sinnzdz, (n=1,00)
T J_x

formiillerini elde etmis oluruz. n = 0 durumunda a,, in formiiliinden aq 1 formiili

elde edilir. Bu yiizden (1.18) serisinde ilk terim aq olarak degil % olarak kabul edilir.

Katsayilari, (1.20) formiilleri ile belirlenmis (1.18) serisine Fourier serisi, ag, a,
br. gercel sayilarina ise Fourier katsayilary denir. (1.18) serisi diizgiin yakinsak oldu-
gundan, her diizgiin yakinsak trigonometrik seri, kendi toplaminin Fourier serisidir,
denilebilir. (1.18) esitligine, f(x) fonksiyonunun Fourier serisine a¢ilimi da denir
(Brown and Churchill, 1993; Clarke; Elias and Rami, 2002; Enrique and Velasco,
1996; Haberman, 2005; Halilov ve Hacisalihoglu, 2009; Hanna and Rowland, 1990;
Strauss, 2008; Pinsky, 2011).

Fourier katsayilarini belirlerken, (1.18) serisinin diizgiin yakinsak oldugunu
kabul ettik. Simdi katsayilar1 (1.20) formiilleri ile belirlenen serinin diizgiin yakimsak
olmast i¢in, f(z) in hangi kogullar saglamasi gerekir sorusuna cevap verelim. Bunun

icin 6nce agagidaki tanimlar1 verelim.

Tanim 1.29. Tiirevi [a,b] araliginda parcali siirekli olan fonksiyona bu aralikta

pargaly diferansiyellenebilir fonksiyon denir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).

Tanim 1.30. [a,b] arahigimda pargali siirekli f(z) fonksiyonu, bu araligin sonlu sa-
yida noktasi harig, diger tiim noktalarinda siirekli tiireve sahip olup, so6zii edilen
sonlu sayida noktada sag ve sol tiirevlere sahip ise, bu fonksiyona [a,b] arahginda

pargaly pirizsiz fonksiyon denir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009; Pinsky, 2011).

Teorem 1.31. 27 devirli f(x) fonksiyonu, (—oo,00) araliginda siirekli olup, 27
uzunluklu her aralikta parcali diferansiyellenebilir ise onun Fourier serisi kendisine

diizgiin olarak yakinsar (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009; Pinsky, 2011).
14



Teorem 1.32 (Dirichlet). 27 devirli f(z) fonksiyonu [—m, 7] araliginda parcal

piiriizsiiz ise, onun Fourier Serisi arahigin her noktasinda yakinsaktir ve toplami da;

1. Fonksiyonun siireklilik noktalarinda kendisine,
2. I¢ siireksizlik noktalarinda bu noktalardaki sag ve sol limitinin ortalamasina,

3. —m ve m de ise bu ug¢ noktalardaki degerlerinin ortalamasina esittir (Elias
and Rami, 2002; Halilov ve Hacisalihoglu, 2009; Hanna and Rownland, 1990;
Pinsky, 2011).

Eger simetrik aralikta verilen f(x) fonksiyonu tek (ift) ise simetrik aralikta tek

(¢ift) fonksiyonun integralinin 6zelligine dayanarak katsayilar daha basit bulunur.

f(x) in tek fonksiyon olmasi durumunda, onun Fourier serisi

flx) = an sin nx (1.21)
n=1
ve Fourier katsayilari da
2 [T _ -
b, = —/ f(z)sinnxdx, (n=1,00) (1.22)
T Jo

formiilleri ile hesaplanir (Elias and Rami, 2002; Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).

f(x) in ¢ift fonksiyon olmasi durumunda ise Fourier serisi

flx) = % +;ancosnx,

ve Fourier katsayilar: da

ag = 2 /ﬂ f(z)dx

g 0 (1.23)
a, = —/ f(z)cosnxdx, (n=1,00)
T Jo

formiilleri ile hesaplanir (Elias and Rami, 2002; Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).

[a, b] araliginda verilen parcal piiriizsiiz fonksiyonun Fourier serisine agilimi

C 2 2
flz) = % —i—;ancos (bﬁwax) + by, sin <bﬁ7rax) :

15



Burada esitlik, fonksiyonun siireklilik noktalarinda dogrudur. f(x)’in Fourier katsa-

yilar: ise

b
ap = bfa/f(@dx

2 [ 2nm

a, = b_@/gf(x)cos<b_ax)dx
2 b ) 2nm

b, = b_a/af(x)mn(b_ax)dx

egitlikleri ile verilir (Elias and Rami, 2002; Haberman, 2005; Halilov ve Hacisalihoglu,
2009; Pinsky, 2011; Strauss, 2008).

Tanim 1.33 (Genellestirilmis Fourier Serisi). [a,b] araliginda pargali siirekli

fonksiyonlardan olugan
(pl<x>7§02(x)7‘"7§0n(‘7;)7"‘ (124)

ortogonal fonksiyonlar sistemi verilmig oldugunu varsayip
c1p1(x) + capa(x) + - + cpon(x) + ... (1.25)

serisini yazalim. Burada ¢, ler (n = 1,00) gercel katsayilardir. (1.25) serisinin bir

f(z) fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini varsayahm (z € [a, b]).
f(z) = crp1(x) + copa(x) + -+ + cppon(x) + . .. (1.26)

(1.26) esitliginin her iki tarafim ¢g(z) (K € N) ile ¢arpip, [a,b] aralig: iizerinde

integralini alirsak, (1.24) sisteminin ortogonalligi g6z 6niine alindiginda

[ttt =eo [

veya

b
:ﬁ / f(@)gn(@)dr,  (n=T,o) (1.27)
olur.

Katsayilar (1.27) egitlikleri ile belirlenen (1.25) serisine, f(z) fonksiyonunun
(1.24) sistemi cinsinden Fourier serisi, ¢, lere de f(x) in bu sistem cinsinden Fo-
urier katsayilary denir (Brown and Churchill, 1993; Clarke; Elias and Rami, 2002;
Enrique and Velasco, 1996; Haberman, 2005; Halilov ve Hacisalihoglu, 2009; Hanna
and Rowland, 1990; Strauss, 2008; Pinsky, 2011).
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Tanim 1.34. Herhangibir n i¢in, (1.24) sisteminin,

p1(7), pa(T), .- ., Pn(T)

fonksiyonlarinin

D, () = arp1(x) + agpa(x) + - -+ + appn(x) (1.28)

dogrusal birlegimini olugturalim. Burada &, (x) e, (1.24) sistemi iizere n.basamaktan

cokterimli denir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).

Teorem 1.35 (Bessel Esitsizligi). f(z) € L?[a,b] olmak iizere f(z) fonksiyonu
(1.24) sistemi iizere acilmig ve ¢, ler (1.27) esitlikleri ile belirlenmis olsun. Bu du-

rumda

QWW [ P (1.29)
esitsizligi dogrudur (Myint and Debnath, 2007).

Tanim 1.36. [a, b] araliginda parcal siirekli fonksiyonlar kiimesi Pla, b] olmak iizere

f(z) € Pla,b] olsun. Eger f(z) in (1.24) sistemi iizere chgon Fourier serisi, orta-

n=1
lama karesel anlaminda yakinsaksa yani

b N 2
[ [0 = ] as o
ise 0 zaman (1.24) sistemine P[a,b] de tam sistem denir ve bu sistem P[a, b] nin bir

baz1 olarak kabul edilir. Yani Pla, b] deki her fonksiyon (1.24) sisteminin bir dogrusal
birlegimi olarak yazilabilir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).

Teorem 1.37 (Parseval Esitligi). (1.24) sisteminin P[a, b] de tam olmas i¢in her
f(z) € Pla,b] fonksiyonu i¢in

00 b
> llelP = [ Pl
n=1 a

kogulunun saglanmasi gerek ve yeterdir (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009; Myint and

Debnath, 2007).

Tanim 1.38 (Kapali Sistem). (1.24) sisteminin her elemanina ortogonal olan farkli
bir g(z) € P|a, b] fonksiyonu sifira esit ise, sozii edilen sisteme P[a, b] de kapaly sistem

denir.
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Tam sistem asagidaki ozelliklere sahiptir.

1. Pla,b] de ortogonal (1.24) sistemi tam ise, ayn1 zamanda kapalidir.

2. f(x),g(x) € Pla,b] fonksiyonlar [a,b] de tam ortogonal (1.24) sistemi iizere

ayn1 Fourier katsayilarina sahipse, o zaman onlar Pla, b de esittirler.

3. f(z),g(x) € Pla,b] ve [a,b] de ortogonal (1.24) sistemi tam ise, f(x) in [a,d]
araligi {izerinde Fourier serisi terim terim integrallenebilirdir, yani, Vzq,z €

[a, b] i¢in

/ FOdE = ey / en(€)dE  esitligi dogrudur (Halilov ve Hacisalihoglu, 2009).
xo n=1 o)

Ornegin;
1. =,sinx,cosz,sin2x,cos 2z, ..., sinnx, cosn, ..., sistemi P[—m, 7] de
1 . .
2. 5> CO8 T, €8 2x,...,cosnz, ..., sistemi P[0, x| de
3. sinz,sin 2z, ..., sinnz, ..., sistemi P[0, 7] de tam sistem olugturur.

Ornek 1.39. f(z) = 2% (-7 <z < 7) fonksiyonunu Fourier serisine aciniz.

O Verilen fonksiyon ¢ifttir. Onu (—oo, 00) araligma 27 devirli olarak devam etti-
rirsek elde edilen fonksiyonun, her 27 uzunluklu aralikta siirekli olup, tiirevi parcah
siireklidir. O halde teorem 1.31 den dolay:1 Fourier serisi reel eksenin tiimiinde ken-

dine yakinsar. Simdi katsayilari fonksiyonun c¢iftligini dikkate alarak belirleyelim.

2 [T 272
aoz—/ Pide = 2
0

T 3

2 [T 4 S
a, = —/ 2% cosnxdr = (-1)"—, (n=1,00)

T Jo n

O halde tiim reel eksende

72 = ., COS T
x2:§+42(—1) e
n=1

esitligi dogrudur. Burada = = 0 ve x = 7 alinirsa sirasiyla

= n2 12’ — n2 6

esitliklerini elde ederiz. @
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Ornek 1.40. f(z) =sign(z), (—7m < 2 < 7) fonksiyonu Fourier serisine a¢iniz.

O Verilen fonksiyonun tek oldugunu dikkate ahrsak, (1.22) esitligi yardimiyla b,

katsayilarini hesaplayalim.

2 (7 2 "
bn:—/ sinnxdr = —— cosnzx
0

s ™ 0
2 4 n tek ise
=—(1—cosnm)=¢ ™
n 0, n cift ise
. 4 ..
yani by, 1 = —— , by, = 0 olarak bulunmus olur. Béylece, — 7 < z < 7
m(2n — 1)
araliginda
sin(2n — 1)z
sign(z Z T

acilimi elde edilir.

Elde edilen agilimda x = % alirsak

4 0 (_1)71—1 T 0 (_1)n—1
=5 R S S A
W§:2n—1 veya g §:2n—1

n=1 n=1

esitligini elde ederiz. %)

1.5. Euler Denklemi

Tanim 1.41. p,q € R olmak iizere

2y +pry' +qr =0

seklindeki denkleme 2. mertebeden Euler denklemi denir. Denklemin geklinden go-
riiliiyor ki onun ¢oziimii y(x) = 2" geklinde aranmalidir. Gerekli tiirevler alinip

denklemde yerlerine konursa
P?+(p-1)r+q¢=0

karakteristik denklemini elde ederiz ve bu koklere bagh olarak genel ¢oziimler aga-

gidaki gibidir.
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T1

1. r1 # 1o ve gergel oldugunda, o6zel ¢oziimler yi(x) = z™, yo(x) = 2™, genel

¢Oziim ise

y(x) = Crz"™ + Coyz'™

olur.

2. 11 = ro = r oldugunda, ozel ¢ozlimler y;(z) = =", yo(x) = 2" Inx, genel ¢dziim

ise
y(x) = Ciz" + Cox"Inz veya y(x)=2"(Cy + Cylnz)
olur.
3. r12 = a =+ if oldugunda, ™ = z oldugu dikkate alinirsa, 6zel ¢oziimler

y1(z) = x%cos(Blnx), yo(z) = x*sin(fInx) genel ¢oziim ise
y(x) = 2% (Cycos(flnz) + Cysin(flnx))

olur.

Eger x < 0 ise bulunan genel ¢oziimlerde x yerine gerektiginde |z| yazilir

(Halilov, 2006; Ravi and O’Regan, 2009; Shempley, 1984).

1.6. Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Bir diferansiyel denklemde bagimsiz degisken sayisi iki veya daha fazla ise
bu denkleme Kismi Tirevli Diferansiyel Denklem (KTDD) denir. Genel olarak bir
KTDD, z,y,... bagimsiz degigkenler ve u(z,y,...) bagimh degisken (bilinmeyen

fonksiyon) olmak iizere
F<x7y7'”7u7umauy7umxaumyauyyw--) :0 (130)

seklinde yazihir. Burada g, uy, Uzg, Ugy, Uyy, - - . bilinmeyen fonksiyonun bagimsiz de-

giskenlere gore kismi tiirevleridir ve bunlarin herbiri

ou ou 0*u 0%u

Uy = 7= Uy = 7y Uz = 3 55 /.o "
or’ Y Oy 0x?" 0xdy

seklinde ifade edilir (Asmar, 2004; Cagliyan ve Celebi, 2010; Ciftci, 2007; Myint and
Debnath, 2007; Strauss, 2008; ).
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Bir KTDD bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun tiim tiirevlerine gére dog-
rusal bir bagint1 ise bu denkleme dogrusal denklem denir. Genel olarak ikinci mer-

tebeden kismi tiirevlere gore dogrusal olan diferansiyel denklem

0/11(56, y)um + 2@12(1’, y)uxy + Q22 ('Tu y)”yy = f('r7 Y, U, Ug, U’y) (131)

esitligi ile verilir. Burada aq1(x,y), a12(x,y), ase(x,y) fonksiyonlar herhangi bir ka-

pali bolgede siirekli fonksiyonlardir.

Tanim 1.42. (1.31) denkleminde terimlerinin katsayilarinim olusturdugu

an(ﬂl?; y) Cl12<x7 y)
CL12($7 y) GQQ(Q% y)

determinanta, sozii edilen denklemin diskriminant: denir ve A(z,y) ile gosterilir.

(1.31) denklemi

1. A(z,y) > 0 oldugu bélgede eliptik denklem,
2. A(x,y) = 0 oldugu bolgede parabolik denklem,

3. A(x,y) < 0 oldugu bolgede hiperbolik denklem

olarak adlandirilir (Myint and Dabnath, 2007). Verilen bir degisken katsayili ikinci
mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemin diskriminanti tanimlh oldugu bol-
genin belli bir kisminda pozitif, belli bir kisminda sifir, belli bir kisminda da negatif
olabilir. O halde, sozii edilen bolgelerde denklem eliptik, parabolik ve hiperbolik
olur. Ornegin

@ + y@ = f(z,y,u, uy, uy)

0x? Oy?
denklemi y > 0 (iist yar1 diizlem) igin eliptik, y = 0 (apsisler ekseni) i¢in parabolik,
y < 0 (alt yaridiizlem) i¢in hiperbolik olur.

1.7. Sinir Deger Problemleri

po(x), pr(x), pa(z), r(2) , [, B] arahginda siirekli fonksiyonlar olsun. Ikinci mer-

tebeden dogrusal diferansiyel denklem

po(2)y" +pr(x)y +pa(z)y =r(z),  x€la,p] (1.32)
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seklinde olup genel sinir kogullart da, a;,b;,¢c;,d;, @ = 0,1 ve A, B keyfi sabitler

olmak tlizere

Bily] = aoy(a) + ary'(«) + boy(B) + b1y (B) = A (1.33)
Boly] = cwyla) +ay'(a) +doy(B) +diy'(8) = B (1.34)

seklinde verilmigse (1.32)-(1.34) esitliklerine tirdes olmayan dogrusal sinirdeger prob-

lemi denir.

po(2)y" + pi(2)y + pa(2)y = 0, T € [, B

problemine ise tirdes dogrusal sinirdeger problemi denir. Sinir kogullari i¢in agagidaki

durumlar s6z konusudur.

1. Tlk Siir Kosullar,

2. Ikinci Smr Kogullar,

yla) = A, y'(B)=DB veya
Y(a) = A y(B)=0B

3. Sturm-Liouville Sinir Kogullari, a2 + af # 0 ve d% + d? # 0 olmak iizere

apy(a) + a1y’ (a) = A,
doy(B) + diy'(B) = B,

4. Periyodik Sinir Kogullari,

olmak iizere dort cesittir (Al-Gwaiz, 2008; Allan, 2002; Brown and Churchill, 1993;
Ravi and O’Regan, 2009).
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1.8. Sturm-Liouville Problemleri

a;,d;, 1= 0,1 keyfi sabitler olmak iizere

(p(2)y) + a(@)y + Ar(x)y =0, € [a, B] (1.35)
denklemi ve sinir kogullar

agy(a) + a1y/(a) = 0, aj+al#0 (1.36)
doy(B) + /() = 0, dy+di #0 (1.37)

verilmis olsun. (1.35) denkleminin (1.36) ve (1.37) kosullarin saglayan ¢oziimiiniin
bulunmasima Sturm-Liouville Problemi denir. Burada, A parametre, ¢,r € C|a, 3],
p(z) € C'a,b] ve Vx € [, 8] igin p(x),r(z) > 0. Goriildiigi gibi y(x) = 0, (1.35)
denkleminin her zaman ¢oziimiidiir (Al- Gwaiz, 2008; Enrique and Velasco, 1996;

Halilov, 2006).

Tanim 1.43 (Ozdeger ve Ozfonksiyon). (1.35)-(1.36),(1.37) problemine sifirdan
farklh c¢oziimler saglayan A sayilarina sozii edilen problemin dzdegerleri, bu 6zde-

gerlere kargilik gelen sifirdan farkhi o, (x) ¢oziimlerine de dzfonksiyonlary denir (Al-

Gwaiz, 2008; Halilov, 2006).

Bir Sturm-Liouville Probleminin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar: i¢in agagidaki

teorem dogrudur.

Teorem 1.44. p(x) € C'a,b], r(z) € Cla, b] pozitif, q(z) € C[a, b] gergel fonksiyon-
lar ve a? + a3 # 0, b3 + b3 # 0 ise [a, b] araliginda (1.35)-(1.36),(1.37) probleminin
gercel A, 6zdegerleri ve onlara kargilik gelen ¢, (x) 6zfonksiyonlar: vardir ve bunlar

asagidaki ozelliklere sahiptir

1. Ozdegerler negatif degildir ve

D<M << \g<--- <\, <., lim A\, = o0 (1.38)

n—oo

kosullarini saglar.

2. Farkh 6zdegerlere farkl 6zfonksiyonlar kargilik gelir. Yani \,, # A icin ¢, (x) #
() olur. (n,k =1,00,n # k)
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3. @n(z) fonksiyonlar sistemi (n = 1, 00) [a, b] araliginda r(z) agirlikhi ortogonal

sistem olugturur.

4. ¢n(x) dzfonksiyonunun, (a,b) arahginda n — 1 sayida sifir1 vardir (Haberman,

2005; Halilov, 2006).

1.9. Fourier Yontemi

Bir kismi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiindeki keyfi fonksiyonlarin 6nce-
den verilen kogullar saglanacak gekilde tayin edilmesi zor hatta bazen imkansizdir.
Ayrica bir kismi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinii bazi 6zel haller diginda elde
etmek miimkiin degildir. Bundan dolay1 sinir deger problemlerini ¢6zmek icin 6zel
yontemlere bagvurulur. Sinir deger problemini ¢6zmek icin elementer fakat ¢ok kulla-
nigh bir yontem Fourier yontemi diger bir adiyla degiskenlerin ayrilmasi yontemidir.

Ozel olarak ikinci mertebeden iki bagimsiz degiskenli
Augy + 2Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu =0 (1.39)

dogrusal kismi diferansiyel denklemini ele alalim. Burada A, B, C, D, E, F katsayilari

x ve y 'nin verilmig fonksiyonlaridir. Bu denklemin
u(z,y) = X(2)Y(y) (1.40)
bi¢imindeki ¢oziimlerini arayalim. (1.40) ve tiirevlerini (1.39) de yerlerine yazalim.
AX"Y +2BX'Y' + CXY" 4+ DX'Y + EXY' + FXY =0. (1.41)

Eger (1.41) denklemini

1 1

bigiminde yazilabilirse, (1.39) denklemine degiskenlerine ayrilabilirdir denir. Burada
f(x, D) ve g(y, D,) diferansiyel operatérlerdir. (1.42) denkleminin sol tarafi yalnizca
x degigkeninin bir fonksiyonu ve sag tarafi da yalnizca y degiskeninin bir fonksiyo-
nudur. Boylece farkli degigkenlere bagh iki fonksiyonun birbirine egit olmasi, her iki

fonksiyonun aymi bir A sabitine egit olmasiyla miimkiindiir. O halde

1 1
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ve buradan da
fz, D)X — AX =0; g(y,D,)Y =AY =0 (1.44)

elde edilir. Bu denklemler ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerdir. Bu denk-
lemlerin her ikisi de ayni ayirma sabiti adini alan A parametresine baghdir (Cagliyan

ve Celebi, 2010).

Simdi, ileride ¢ozecegimiz degisken katsayili parabolik denkleme yardimci ol-

masi i¢in agagidaki parabolik denklem igin sinir deger problemini ¢ozelim.

Ornek 1.45.

Up = AUy O<z<l, t>0)
u(0,2) = p(x) 0<z<l) (1.45)
u(t,0) =0 (t >0)
u(t,l) =0 (t>0)

sinir deger problemini ele alalim. Burada problem fiziksel olarak, [ uzunlugunda,
yiizeyi yalitilmig ve u¢ noktalarinda sicakhigr sifir olan tiirdes bir ¢ubuktaki 1s1 da-
gilimin verir. Burada ¢(x) qubugun baglangig sicakhgini; w(t, x) ise herhangi bir ¢
aninda ¢ubugun z noktasindaki sicakligini gostermektedir. Bu problemi degiskenlere
ayirma yontemi ile ¢ozelim

Coziimii

u(t,z) =T ()X (x) (1.46)

biciminde arayalim. Gerekli tiirevleri alip u; ve wu,, i denklemde yerlerine yazarsak

T'X =a®TX"
veya A bir sabit olmak iizere
T/ X//
_— — = —)\
a?T X
bulunur. Buradan da
X"+2AX =0
T +Xa*T =0

adi diferansiyel denklemleri elde edilir. u(¢,0) = T'(¢) X (0) = 0 ve u(t,l) = T'(t) X (1) =

0 sinir kogullar: keyfi ¢ icin sirasiyla



olmasini gerektirir. Boylece

X"+XX =0
(1.47)
X(0)=0, X(I)=0
olmak iizere Sturm-Liouville problemini elde ederiz. A < 0 ve A\ = 0 i¢in sifirdan

farkli ¢6ziim yoktur. Bu problemin 6zdeger ve 6z fonksiyonlarini sirasiyla

=R m=1,2,...)

l
X,(x) = B, sin ”lﬂ

olur. Benzer sekilde

To(t) = Cppem (7P

olur. Boylece parabolik denklemin sinir kogullarini saglayan ¢oziimleri, A, = B, C,

olmak tizere

Un(t, ) = T, () X (z) = ApeCF % sin @

olur. Ele alinan denklem dogrusal oldugundan siiperpozisyon ilkesine gore

nmx

oo
U(t,x> = ZAnei(nTﬁ)zazt Sil’lT (148)
n=1

elde edilen seri yakinsak ve x e gore iki, t ye gore birkez tiiretilebilir olmak koguluyla
ele alinan denklemi ve simir kogullarini saglar. Simdi baglangi¢ kogulu yardimiyla A,

katsayilarini belirleyelim.
O = pu— An 1 D
u(0,2) = ¢(x) E sin —

son egitlikten goriiliiyor ki () baglangig fonksiyonu, Fourier katsayilari

l
A, = %/ @(x) sin @dw (= n) (1.49)
0

olan Fourier siniis serisine acilabilmelidir. Boylece ele alinan problemin bigimsel ¢6-
ziimii (1.49) katsayilari ile belirli (1.48) esitligidir.

Simdi, eger ¢(x) fonksiyonu [0, /] araliginda Dirichlet teoreminin kogullarini ve
©(0) = ¢(I) = 0 kogullarim1 saglarsa bu bi¢imsel ¢oziimiin klasik anlamda ¢oziimii

oldugunu gosterelim.

26



¢(x) smirh oldugundan

2

ol = :
(pn_l

! I
/ @(x) sin nlﬂda: < 7/ lo(x)| de < C
0 0

elde edilir. Burada C, pozitif bir sabittir. Dolaysiyla ¢ > t; > 0 kogulunu saglayan

t ler icin
one~ Y% sin ”7; fU’ < Qe ()t
o
nmw\2 2 . . . e .
O halde Z e~ () a0 serisi (1.48) serisinin smirlayanidir. Bu durumda Weierstrass
n=1

olgiitiine gore (1.48) serisi, 0 < x < [, t > to bolgesinde diizgiin yakinsaktir.
Diizgiin yakinsak siirekli bir fonksiyonun, limiti de siirekli oldugundan (1.48) ¢oziimii
0 <z <1, t>tybolgesinde siireklidir. Burada u(¢,z) in baglangig kogullarim
sagladigy kolayca goriiliir. Simdi u(t,z) in 0 < z <[, t > ¢, bolgesinde denklemi
sagladigini gosterelim. Bunun igin (1.48) serisinin ¢ ye gore bir kez x e gore iki kez
terim terim tiirevini alip elde edilen serilerin de sozii edilen bolgede mutlak ve diizgiin
yakinsak oldugunu gostermek gerekir. Bunlar sirasiyla ¢t > ¢y > 0 igin

©n (?)2 a2€*(nli)2t12t sin n?—x S CCL2 (?)2 6*(%)2a2t0

ve

NT\2 (nm\2.2, . NAT
gpn<—> e (l)atsm—l

l :

l

esitsizliklerinden ve Weierstrass Olciitiinden goriiliir. Boylece

> 2 nm
wp = ZA” (?) aZe )t sin@
=t (1.50)

- NTN2 _(nmy2q2y . NTX
Upy = — g A, T e\ smT
n=1

olup buradan

U = GQUJ;Q;

elde edilir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu calismada 6nce

up = a’ (xZum + :cux) (2.1)

olmak iizere tiirdeg denklem i¢in (0.2) ve (0.3) kogullar1 dahilinde karigik problemin
¢Ozumi

u(t,x) =T(t) X (x)

olmak iizere degigkenlere ayirma yontemi ile aranarak, X (x) bilinmeyeni i¢in Sturm-
Liouville problemi elde edilmis ve bu problemin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 bu-

lunduktan sonra, (2.1), (0.2), (0.3) probleminin ¢6ziimii bulunmugtur.

Daha sonra ise bulunan 6zfonksiyonlarin yardimiyla (0.1)-(0.4) probleminin
¢Oziimii seri gseklinde aranarak bulunmug ve baglangi¢ verilerinin saglamasi gereken

kogullar belirlenmigtir.

Ayrica ele alinan problem i¢in kaynak fonksiyonunun sekli belirlenmis ve bunun
yardimiyla gerek tiirdes problemin, gerekse de tiirdes olmayan problemin ¢o6ziim

formiilii bulunmustur. Her iki durum i¢in somut ornekler verilmistir.
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3. BULGULAR

3.1. Euler Tipi Tiirdes Parabolik Denklem I¢in Karigik Problemin

Coziimii

Bu bélimde D ={0<t<T <oo,l <z <€}

uy = a*(2*Upy + TU,) (3.1)
u(0,2) = ¢(x), 1<z <em (3.2)
u(t,1) = wu(t,e’) =0, t>0 (3.3)

olmak iizere karigik problemin ¢oziimiinii ele alacagiz. (S6z konusu problemde hem
baslangi¢ hem de sinir kogullar1 bulundugundan, onu karigik problem diye adlandi-

racagz.) Ele alinan problemin ¢oziimiinii
u(t,z) =T ()X (x) (3.4)

olmak iizere degigkenlerine ayirma yontemi ile arayalim. (sézkonusu yontem Fourier
yontemi olarak da adlandirihr.) 7= T'(t), X = X(«x) bilinmeyenlerini belirlemek
icin, u; = T'(H)X(x), u, = TH)X () ve uge = T()X (2), ifadelerini (3.1) de

yerlerine yazip, gerekli iglemleri yapalim.
T'X =ad*(2*TX" + 2TX"),

T B 2 X" + X'
a?T X

(3.5)

(3.5) egitliginde sol taraf sadece t ye, sag taraf ise sadece x e bagh oldugundan bu iki
oran sabit (—\) olmalidir. Ciinkii, sol tarafta ¢ nin degigmesi sag tarafi; sag tarafta
ise x in degigmesi sol tarafi etkilemez.
T X'+ X
a*T X

=\ (3.6)
Once (3.6) dan
X"+ X' +2X =0 (3.7)

denklemini yazalim. Goriildigi gibi (3.7) denklemi, X (x) bilinmeyenli ikinci merte-
beden Euler denklemidir. Sinir kogullarini belirlemek i¢in (3.4) ve (3.3) esitliklerinden

faydalanalim.
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Béylece X () bilinmeyenini belirlemek i¢in

22X+ X' + 20X =
X(1)=X(e") =

e}

(3.8)

=}

Sturm-Liouville problemi elde edilir.

(3.8) problemine sifirdan farkh ¢éziim saglayan A sayilarini (yani 6zdegerlerini)

ve bunlara kargilik gelen 6zfonksiyonlarin varhigini inceleyelim.

Goriildiigi gibi, (3.7) Euler denkleminin 6zel ¢oziimii
X(x)=12a" (3.9)

seklinde aranmalidir (r =?7). Buradan X'(z) = ra", X"(x) = r(r—1)2"2 bulup,

X(x), X'(x), X"(x) ifadelerini denklemde yerlerine yazalim.

r(r—1a" +ra"+ X" = 0
P—r+r+A = 0
P+ = 0. (3.10)

Boylece (3.7) denkleminin karekteristik denklemini (3.10) geklinde bulmus oluruz.
A nin igaretlerine bagh olarak, (3.8) probleminin sifirdan farklh ¢6ziimiiniin varligin
inceleyelim.

1. A < 0 durumu: Bu durumda —X > 0 olur. —\ = v? olarak kabul edildiginde (3.10)
denkleminden

r2=uv’= ri = v

bulunur. Bunu (3.9) da dikkate alirsak, 6zel ¢oziimleri

olarak buluruz ve (3.7) denkleminin genel ¢6ziimii

X(l’) = Cl$v + ngiv
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olarak yazilabilir. Cy ve C; sabitlerini belirlemek i¢in (3.8) probleminin sinir kogul-

larim kullanalim.

Ci + Gy =

Ce™ 4+ Coe™™ = 0

2. A = 0 durumu: Bu durumda v = 0 ve 7152 = 0 olur. Bu yiizden de, 6zel ¢oziimler
Xi(z) =1, Xo(z) =Inz,
genel ¢oziim ise
X(x)=C,+Cylnx
olur. Buradan da, sinir kogullarini kullanarak

C’1+C'21n1 =

Ci+Cylne™ = 0

buluruz. Demek ki, A = 0 da da (3.8) probleminin sifirdan farkhi ¢6ziimii yoktur.
Bagka bir deyigle, bu durum i¢in de, s6z konusu problemin 6zdeger ve 6zfonksiyonlari
yoktur.

3. A > 0 durumu: Bu durum i¢in karekteristik denklemin ¢oziimleri

T2 = :i:Z\/X

Iz 5zdesligini kullanirsa, coziimii

olarak bulunur. Bu durumda, x = e
gEVA = etV kiviime cos(VAInz) £ isin(vAlnz)

seklinde yazabiliriz. Karmagik ¢oziimiin gercel ve sanal kisimlarinin da ¢6ziim oldugu

dikkate alindiginda, buradan &zel ¢oziimleri
X1(z) = cos(VAInz), Xy(z) = sin(vAInz)
olarak buluruz. Genel ¢oziim ise
X(z) = Cycos(VAInz) + Cysin(vAln )
olur. Sinir kogullarini kullanirsak

Ol+020 =0

= C, =0, Chsin(vAr)=0,
Cy cos(VAT) + Cysin(vAr) = 0 ' 28
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elde ederiz.Son esitlikte Cy = 0 olamaz (yine sifir ¢6ziim elde edildiginden). O halde
sin(VAm) =0= Vir=kr ==k (k=1,00)

buluruz.

Boylece, (3.8) Sturm-Liouville probleminin dzdegerleri A, = k%, (k = 1,000)
olarak bulunur.

Bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise
Xi(z) = AgsinkInz, (k=1,00) (3.11)

olacagi agiktir. Burada C = Ay olarak kabul edilmigtir.
(3.8) problemi

(X)) + 2X(x) = 0

X(1)=X(e™) = 0

seklinde yazilabildiginden, genel teoriye gore (3.11) ézfonksiyonlari [1, ™| arahginda

— agirlikli ortogonal sistem olusturur ve

x
< de 1 [
/ sinz(kln:c)—x = —/ (1 —cos(2kInz))dInzx
1 z 21
1 < «
=—|lnzx| — —sin(2klnx) _

2 .2 ) 2

yani
/6 sinz(k'lnx)d—x —_ (3.12)

1 r 2 '

esitligi dogrudur.
Simdi, bulunan 6zdegerleri kullanarak, (3.6) esitliklerinden
no
a®Ty(t)
yazip buradan da
dTy(t t
0 _ g o wm B0 ey
Ty (1) %
sonugta ise
Ti(t) = Bre %t (k=T,00) (3.13)



buluruz. Xy (z) ve Ti(t) i¢in bulunan ifadeleri (3.4) esitliginde yerlerine yazarsak,

(3.1) denkleminin (3.3) kogullarim saglayan 6zel ¢oziimlerini

2k2

ug(t,z) = Cre " *sinklInx, (k=1,00) (3.14)

olarak buluruz. Burada A, B, = C}, olarak kabul edilmistir.
ug(t, ) ¢oziimlerine,(3.1),(3.3) sinr deger probleminin 6zfonksiyonlar: da denir. (3.1)
denklemi dogrusal ve tiirdes oldugundan, (3.14) ¢oziimlerinin toplami da onun ¢6-

zimii olur.

ZC e " lsin(kInz). (3.15)

Simdi baglangi¢ kosulu yardimiyla Ck katsayilarmi belirleyelim. Bunun igin (3.15)
da t = 0 alip (3.2) kogulunu kullanalim.

r) =Y Cypsin(kInz) = () (3.16)

Son esitlikten goriiliiyor ki, Cj, lar, ¢(z) fonksiyonunun [1, e"] arahiginda {sin(klnx)}
2 [ 1

fonksiyonlar sistemi iizere Fourier katsayilaridir (Cy = ¢ = —/ gp(ﬁ)g sin(kIn¢)dg,
T J1

k =1,00). Boylece (3.1)-(3.3) probleminin bigimsel ¢6ziimii

oo

Z “sin(knz) (3.17)

k=

olarak bulunmus olur.

¢y, ifadesini (3.17) de yazip, bigimsel olarak integral ile toplam igaretlerinin
yerlerini degistirirsek, aranan ¢6ziim

u(t,z) = /16 (2 Ze‘kQ“Qt% sin(kIn &) sin(k In x)) p(&)de (3.18)

™
k=1

seklini alir. Burada
2 o g2
G(t _ 2y manl (k1 k1 3.19
(t,& x) - kX: sm né)sin(kInz) (3.19)

olarak kabul edersek, problemin ¢6ziimiini

™

ult, ) = / C Gt €, o)plE)de (3.20)

seklinde yazabiliriz. G(t,&, x) fonksiyonuna (3.1)-(3.3) probleminin kaynak fonksi-

yonu denir.
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{0 <t <T,1 <z <e"} bolgesinde (3.19) esitliginin sag tarafindaki serinin ve
onun t ye gore bir, x e gore iki kere terim terim tiiretilmesinden elde edilen serilerin
diizgiin yakinsakligi d’Alembert oOl¢iitiiniin yardimiyla kolaylikla goriilebilir. Yani,
G(t, &, x) fonksiyonu ve onun G(t,&,x), G.(t,&,x), Guu(t, &, x) tiirevleri sozii edi-
len bolgede siirekli fonksiyonlardir. Bagka bir deyisle, (3.20) esitligi ile belirlenen
u(t, ) fonksiyonu ve onun wuy, u,, u,, kismi tiirevleri sozii edilen bolgede siireklidir-
ler ve u(t,z) fonksiyonu da (3.1) denklemini saglar (bu deneme yoluyla kolaylikla
yapilabilir.)

Boylece, (3.1)-(3.3) problemi ile ilgili agagidaki teoremin dogrulugu sdylenebi-

lir.

Teorem 3.1. ¢(x) fonksiyonu [1,e™] arahginda siirekli olup, parcal tiiretilebilir
ve o(1) = p(e™) = 0 uyum kogullarmi sagladiginda (3.1)-(3.3) probleminin tek
¢Oztimii var ve (3.20) esitligi ile belirlenir. Coziimiin tekligi problemin geklinden

goriilmektedir.

Ornek 3.2.

Siir-deger problemini ¢6ziiniiz.

O Verilerin, Teorem (3.1) in kogullarim sagladigr agiktir. Basitlik i¢in problemi
(3.20) formiilii yardimiyla ¢ozelim. ¢(x) = sinlnz oldugunu goz oniinde bulun-
durarak G(t,&,z) kaynak fonksiyonunun yardimiyla (3.20) formiiliindeki integrali

hesaplayalim.

u(t,z) = /16 G(t, & x)p(§)dE = /16" (% ie‘k%% sin(k1n¢) Sin(k:lnx)) sin In £d¢

— i (% / ) ekzt%sin(lﬂlnf) smlngdg) sin(k In z).
k=1 1

Son egitlikte parantez iginde olan ifade, {sin kInx} fonksiyonlar sistemi [1,e™] arali-
1

ginda — agirlikli ortogonal sistem olusturdugundan, k # 1 i¢in sifira, k = 1 i¢in ise
x

1 e esittir (Ornek 1.8). Boylece ele alman problemin ¢oziimii u(t,z) = e !sinlnz

olarak bulunur. C6ziimiin denklemi sagladig1 kolaylikla gosterilebilir. ©
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3.2. Euler Tipi Tiirdes Olmayan Parabolik Denklem Icin Karigik

Problemin Co6ziimii

Bu bélimde D = {0 <t < T < 00,1 <z <™} olmak iizere

uy — a’r(zug), = f(t, o), 0<t<T<oo, l<z<e™ (3.21)

U0,2) = ¢(x), 1<z <em (3.22)
u(t,1) = wu(t,e")

0, t>0 (3.23)

probleminin ¢oziimiiniin varhgini, tekligini ve diferansiyel 6zelliklerini inceleyecegiz.

Probleminin ¢6ziimiinii, (3.8) Sturm-Liouville probleminin 6z fonksiyonlar:
iizere degisken katsayil

oo

u(t,z) = Z ug(t) sin(k In x) (3.24)

k=1

trigonometrik serisi seklinde arayalim. Burada ux(t), (k = 1,00) belirlenmesi ge-
reken bilinmeyen degisken katsayilardir.

(3.24) esitliginde bigimsel olarak t ve x e gore tiirev alma yolu ile

NE
=

u = (t) sin(kInx)
k=1
oo k 00
e = Z —uy(t) cos(kInz), TUy = Z kug(t) cos(kInx)
Pl k=1
1 o . o _
(xuw)a: = _5 ; k2uk<t> Sln(k In CL’), x(xuw)z - - ; k’2Uk (t) SlIl(]{Z In ZE)

bulup, u; ve z(zu,), ifadelerini (3.21) de yerlerine yazalm.
Z u)(t) sin(kInz) + a® Z Eu(t)sin(kInx) = f(t, ). (3.25)
k=1 k=1

(3.25) esitliginin her iki tarafim Isin(nlnz) ile carpip, [1,¢e7] arahgmmda z e gore

integralini alirsak
/ 27.2 2 (¢ L. E.
uy(t) + a“k ug(t) = - f(t,a:); sin(klnx)dx (k=1,00) (3.26)
1

sonsuz sayida, benzer olmak iizere, teklenmis denklemlerden olugan birinci mertebe-

den diferenasiyel denklemler sistemini elde ederiz.
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Burada, %ffw f(t, ) Lsin(kInz)dz integralinin, f(¢,z) fonksiyonunun ¢ parametre-

sine bagli Fourier katsayilar: oldugu aciktir.

fk(t)_%/le Fl o)t sin(kIna)dr (k= T,50).

Bu nedenle (3.26) sistemi

u (1) + a?Rue(t) = fil), (k= T,3)

seklinde de yazilabilir.

Goriildiigi gibi (3.26) sisteminin herbir denklemi, tiirdes olmayan birinci mer-
tebeden sabit katsayili dogrusal diferansiyel denklemdir (her somut & i¢in) ve sabitin

degigtirilmesi yontemiyle ¢oziilebilir. Bunu yapmak icin, 6nce denklemin
/ 27.2 _
uy(t) + a”k“ug(t) = 0

olmak {izere tiirdes kismimi ¢ozelim.

Simdi ¢6ziimdeki Cy sabitlerini ¢ ye bagh olarak diigiiniip (Cy = Ck(t)), elde edilen

= —a?K2dt = ul(t) = Cre 1, (k=1,00)

up(t) = Cr(t)e™ ™, (k=T,00) (3.27)

fonksiyonlarindaki Cj(¢) leri, ug(t) lerin (3.26) denklemini saglayacagr sekilde sege-
lim. Bunun icin

wh(t) = CL(t)e 7t — 2B2C)(t)e= @ F

bulup, ug(t) ve u(t) lerin ifadelerini s6zkonusu denklemde yerlerine yazip gerekli

islemleri yapalim.
e_“QthCJQ(t) - 6_a2k2ta2k20k(t) + e_anQtaszCk(t) = fi(t),

Ch(t) =fu(t)e™ ™,
dCy(t) =fr(t)e ! dt.

Her iki tarafin, [0,¢] araliginda integralini alirsak

t
Cr(t) = / Fo(m)eF dr + CP (3.28)
0
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olur. Burada Cy(0) = C} kabul edilmistir.
(3.28) ifadesini (3.27) esitliginde dikkate alirsak

t) = [ /0 t Fu(m)e" ¥ mdr + 0,31 e (3.29)

olur. Ote yandan, (3.22) kosulu (3.24) te dikkate alindiginda, uzx(0) = ¢, (k =
1,00) elde edilir. Bunu (3.29) da dikkate aldigimizda C? = ¢y, (k =1, 00) olur.

t
wlt) = | [ Al 4 e
0

¢
= / fk(T)e_GQkQ(t_T)dT + goke_“%gt, (k=1,00) (3.30)
0

bulunur. ug(t) leri (3.24) te yerlerine yazarsak aranan ¢oziimii bi¢imsel olarak

Yani

veya

00 00 t
Z "sin(kInx) + (/ fk(T)e—a2k2(t—T)dT sin(k In a:)) (3.31)
P 0

k=1
seklinde buluruz.

(3.31) formiiliinii agagidaki gibi doniigtiirelim.

_2 f: a?k?t /67r )% sin(kIn&)d¢ sin(kInz)+

2 g: (/0 /jﬂ §)1 —akA (- 51n(k51n§)d§d7> sin(klnz) =

u(t, ) / Z —akt 5s11r1(l€11r1§) sin(kInx)p(&)dé+

/(;/ (gi@ a?k?(t sm(klnf) Sln(klnx)> f(7,&)dsdr.
1 =

ﬂ

m

3

Son egitlikte

=1 N}

G(t, &, x) —i @tk 5sm(lclnf) sin(kInz)
k=1
ve

G(t—rT1,¢x) % kﬁ: k(1) L sm(kln ¢)sin(kInx)
denirse
u(t, x) :/1 G(t, & x) df—l—/ / — 1,6 x)f(r,§)dédr (3.32)

elde edilir.
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Boylece (3.21)-(3.23) problemi ile ilgili agagidaki teoremin dogrulugu séylene-
bilir.
Teorem 3.3. (), [1, "] araliginda siirekli, pargali tiiretilebilir olup, ¢(1) = p(e™) =
0 uyum kogullarmi, f(t,z) ise [0, 7] x [1,€™] bolgesinde siirekli, her ¢ € [0,7] i¢in

x e gore parcal tiiretilebilir ise (3.21)-(3.23) probleminin tek ¢6ziimii var ve (3.32)

formiilii ile belirlenir.

Ornek 3.4.

u — x(xuy), = tsinlnzx
u(0,z) = sinlnz, I1<z<er

u(t,1) = wu(t,e’) =0, t>0

problemini ¢oziiniiz.

O Verilerin, Teorem (3.1) in kosullarimi sagladigi agiktir. Basitlik igin problemi
(3.32) formiilii yardimiyla ¢ozelim. Tiirdes kismi Ornek (3.2) de ¢6zmiis ve e~ sinIn x
olarak bulmugtuk. Simdi f(¢,z) = tsinlnz oldugunu goz Oniinde bulundurarak,
G(t — 1,&, x) kaynak fonksiyonunun yardumiyla (3.32) formiiliindeki ikinci integrali

hesaplayalim.
t e’
| [ ct-rensadgr -
0o J1
L A P |
/ / = Z e M Zsin(kIn€) sin(kInz) | 7sinlnzdédr =
0o J1 [t 3

e
1

k=1

Esitligin son tarafindaki parantez i¢inde olan ifade, {sin kInz} fonksiyonlar sistemi
1

[1,e"] arahgmda — agirhkh ortogonal sistem olugturdugundan, k # 1 igin sifira,
x

k =1 igin ise 1 e esittir (Ornek 1.8). Yani

t e” t
/ Gt —1,&x)f(r,€)dedr :/ e~ sinln zdr
0o J1 0
t
olur. Burada / e~ "dr = (e7' +t — 1) oldugunu dikkate alirsak aranan ¢oziimi
0

u(t,z) = (2¢7"+t—1)sinlnz
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olarak buluruz.
Simdi agiklik i¢in bulunan ¢6ziimiin problemi sagladigini gosterelim: u(0,z) =
sinIn z oldugu ¢oziimden agiktir. Yani baglangi¢ kogulu saglanir. u(t, 1) = u(t,e™) =

0 oldugu da ¢oziimiin geklinden goriilmektedir. Yani sinir kogullar1 da saglanir. Co-

zumin
u = (=2¢"+1)sinlnz
1
u, = (2" +t—1)=coslnuz, ru, = (2e"+t—1)coslnz
1
(ruy), = —(2e"+t—1)—sinlnz, z(zuy), = —(2e'+t—1)sinlnz,
x

tiirevlerini yazip buradan da
up — 2(2Uy )y = (2" +1+2e" +¢t —1)sinlnz = tsinlnz

yani u; — z(zu,), = tsinlnz oldugunu buluruz. Demek ki bulunan u(¢, z) ¢6ziimii,

ele alinan problemin tek ¢oziimiidiir. %)
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4. TARTISMA ve SONUC

¢(x) fonksiyonu [1,€™] arahiginda siirekli olup, pargal tiiretilebilir ve (1) =
©(e™) = 0 uyum kosullarim sagladiginda tiirdes (3.1)-(3.3) probleminin tek ¢oziimii
var ve (3.20) esitligi ile belirlenir. Bu problem igin kaynak fonksiyon

o0

G(t, & x) = % Z e‘“QW% sin(kIn &) sin(kInx)

k=1
esitligi ile verilir.

o(x), [1,€e"] arahginda siirekli, parcal tiiretilebilir olup, ¢(1) = (™) = 0
uyum kogullarini, f(¢,z) ise [0,7] x [1, €] bolgesinde siirekli, her ¢ € [0,T] igin x
e gore parcgali tiiretilebilir ise tiirdes olmayan (3.21)-(3.23) probleminin tek ¢oziimii

var ve (3.32) formiilii ile belirlenir. Bu problem i¢in kaynak fonksiyon
2 O~ a2
Gt—r1&a)="= 2L Gk ing) sin(k1
(t—71,& ) - kg sm( né)sin(kInz)

esitligi ile verilir.
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5. ONERILER

Bu calismada degisken katsayili bir sinif parabolik denklem icin karigik proble-
min Fourier yontemi ile ¢oziimii bulunmustur. Caligmada sinir kogullar tiirdes olarak
kabul edilmigtir. Bu calismaya dayanarak siir kosullar: tiirdes olmayan problem icin
de problemin ¢o6ziimii bulunur, gerek tiirdes gerek tiirdes olmayan denklem, her iki
problem icinde kaynak fonksiyonunun sekli belirlenebilir. Ayrica yar1 dogrusal denk-

lem icin de benzer sinir kogullar1 dahilinde problemin ¢6ziimii bulunabilir.
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