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ÖZET

Bir S�n�f Parabolik Denklem �çin Kar�³�k Problemin Fourier Yöntemi �le

Çözümü

Çok say�da gerek Matematik, gerekse teknolojik problemlerin incelenmesi pa-

rabolik denklemlerle (ut = a2uxx + f(t, x)) ilgilidir. Bu yüzden sözkonusu denklem

için çe³itli problemler (ba³lang�ç de§er, s�n�r de§er, kar�³�k problem vs.) bilim adam-

lar�nca farkl� yöntemlerle incelenmi³ ve incelenmektedir.

Ele al�nan tez çal�³mas�nda ilk defa Euler tipi parabolik denklem diye adlan-

d�raca§�m�z denklem için

ut = a2(x2uxx + xux) + f(t, x), (0 < t < T, 1 < x < eπ) (0.1)

u(0, x) = ϕ(x) (1 ≤ x ≤ eπ) (0.2)

u(t, 1) = u(t, eπ) = 0 (0 ≤ t < T ) (0.3)

kar�³�k probleminin çözümünün varl�§� ve tekli§i Fourier, ba³ka bir deyi³le de§i³ken-

lerine ay�rma yöntemi ile incelenmi³tir. Burada u(t, x) bilinmeyen fonksiyon, ϕ(x) ve

f(t, x) ise belli özelliklere sahip bilinen fonksiyonlard�r (0 ≤ t < T <∞, 1 ≤ x ≤ eπ).

Tez üç bölümden olu³maktad�r.

1. Bölüm tez yaz�m�nda ba³vurulan bilgiler,

2. Bölüm Euler tipi türde³ parabolik denklem için kar�³�k problemin çözümü,

3. Bölüm Euler tipi türde³ olmayan parabolik denklem için kar�³�k problemin

çözümü.

Anahtar Kelimeler : Dirichlet Problemi, Euler Tipi Parabolik Denklem, Fourier

Yöntemi, Kaynak Fonksiyonu.
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SUMMARY

Solution of Mixed Problem For A Class of Parabolic Equation by

Fourier Method

The analysis of most problems, either Mathematical or technological, are rela-

ted to parabolic equations ut = a2uxx + f(t, x). This is why various problems about

these equations (initial value, boundary value, mixed problems etc.) have been exa-

mined and are being examined with di�erent methods by scientists.

In this current thesis we study, the uniqueness and the existence of the solution

of the mixed problem for the equation called Euler type parabolic equation

ut = a2(x2uxx + xux) + f(t, x), (0 < t < T, 1 < x < eπ) ,

u(0, x) = ϕ(x) (1 ≤ x ≤ eπ)

u(t, 1) = u(t, eπ) = 0 (0 ≤ t < T )

has been examined with Fourier method, in other words the method of seperation of

variables. Here U(t, x) is the unknown function, ϕ(x) and f(t, x) are known functions

with speci�c properties (0 ≤ t < T <∞, 1 ≤ x ≤ eπ).

The thesis consists of three parts.

Part 1. Preliminaries used in the thesis,

Part 2. Solution of the mixed problem for Euler type homogeneous parabolic

equations,

Part 3. Solution of the mixed problem for Euler type nonhomogeneous parabolic

equations.

Keywords: Dirichler Problem, Euler Type Parabolic Equation, Fourier Method,

Kernel Function.
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S�MGELER ve KISALTMALAR

L2[a, b] : [a, b] aral�§�nda karesi integrallenebilen fonksiyonlar kümesi

P [a, b] : [a, b] aral�§�nda parçal� sürekli fonksiyonlar kümesi

C(D) : D bölgesindeki sürekli fonksiyonlar kümesi

C1[a, b] : [a, b] aral�§�nda birinci türevi sürekli olan fonksiyonlar kümesi

(f, g) : [a, b] aral�§�nda iki fonksiyonun iç çarp�m�

δ2 : Ortalama karesel sapma

G(t, ξ, x) : Kaynak fonksiyonu

UT
k (t) : Türde³ k�sm�n çözümü

# : Çözüm burada ba³l�yor

� : Çözüm burada bitiyor
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1. GENEL B�LG�LER

1.1. L2[a, b] Uzay�

Tan�m 1.1. f : [a, b] → R bir fonksiyon olsun. E§er
∫ b

a

f 2(x)dx integrali mevcut

ise f ye [a, b] aral�§�nda karesi integrallenebilir fonksiyon denir (Halilov ve Hac�sali-

ho§lu, 2009). [a, b] aral�§�nda karesi integrallenebilen fonksiyonlar kümesi L2[a, b] ile

gösterilir (Soykan, 2008).

Teorem 1.2. L2[a, b] kümesi a³a§�da tan�ml� toplama, çarpma ve skalerle çarpma

i³lemleri ile bir vektör uzay�d�r.

∀x ∈ [a, b], ∀f, g ∈ L2[a, b] ve λ ∈ R için

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(f.g)(x) = f(x)g(x)

(λf)(x) = λf(x)

Ayr�ca bu uzayda

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

bir iççarp�m tan�mlar. Bu iç çarp�ma L2[a, b] uzay�n�n standart iççarp�m� denir. Bu

iççarp�m ile L2[a, b] bir iççarp�m uzay�d�r. Bu uzayda iççarp�m yard�m�yla f ∈ L2[a, b]

olmak üzere

||f || =
√

(f, f) (1.1)

normu tan�mlanabilir. Bu norm ile L2[a, b] uzay� bir normlu iççarp�m uzay� olur

(Soykan, 2008).

Tan�m 1.3 (Ortogonal Küme). {fn} ⊂ L2[a, b] bir fonksiyonlar dizisi olsun.

∫ b

a

fi(x)fj(x)dx =

 0, i 6= j

||fi||2, i = j
(1.2)

e³itli§i sa§land�§�nda bu diziye [a, b] de ortogonal fonksiyonlar dizisi denir (Halilov

ve Hac�saliho§lu, 2009).
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r(x), [a, b] aral�§�nda negatif olmayan ve integrallenebilen fonksiyon olmak

üzere

e§er i 6= j için ∫ b

a

fi(x)fj(x)r(x)dx = 0

e³itli§i sa§lan�yorsa {fn} fonksiyon dizisine [a, b] aral�§�nda r(x) a§�rl�k fonksiyonuna

göre ortogonal fonksiyonlar dizisi denir (Vretblad, 2003).

r-a§�rl�kl� norm ise, f ∈ L2[a, b] olmak üzere

||f ||r =

(∫ b

a

f 2(x)r(x)dx

) 1
2

e³itli§i ile verilir.

Örnek 1.4. A³a§�da verilen f(x) ve g(x) fonksiyonlar�n�n verilen aral�kta iççarp�-

m�n� ve normlar�n� bulup,verilmi³se r a§�rl�kl�, ortogonal olup olmad�klar�n� belirle-

yiniz.

1. f(x) = x, g(x) = x+ 1, [0, 1]

2. f(x) = sinnx, g(x) = cosnx, n ∈ Z, [−π, π]

3. f(x) = sin(2n lnx), g(x) = 1, r(x) =
1

x
, n ∈ Z, [1, eπ]

# 1.

(f, g) =

∫ 1

0

x(x+ 1)dx =
x3

3
+
x2

2

1

0

=
5

6

(f, g) 6= 0 oldu§undan, ele al�nan fonksiyonlar [0, 1] aral�§�nda ortogonal de§ildir.

||f ||2 =

∫ 1

0

x2dx =
x3

3

1

0

=
1

3
, ||f || = 1√

3

||g||2 =

∫ 1

0

(x+ 1)2dx =
(x+ 1)3

3

1

0

=
7

3
, ||g|| =

√
7

3

2. [−π, π] aral�§�nda sinnx tek, cosnx çift fonksiyon oldu§undan çarp�mlar� tek

fonksiyondur. Tek fonksiyonun simetrik aral�ktaki integrali s�f�ra e³it oldu§undan

(f, g) =

∫ π

−π
sinnx cosnxdx = 0
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yaz�labilir. Yani sinnx ve cosnx fonksiyonlar� ∀n ∈ Z için [−π, π] aral�§�nda orto-

gonaldir.

||f ||2 =

∫ π

−π
sin2 nxdx = 2

1

2

∫ π

0

(1− cos 2nx)dx = π, ||f || =
√
π

||g||2 =

∫ π

−π
cos2 nxdx = 2

1

2

∫ π

0

(1 + cos 2nx)dx = π, ||g|| =
√
π

3.

(f, g) =

∫ eπ

1

1 sin(2n lnx)
1

x
dx =

∫ eπ

1

sin(2n lnx)d lnx

= − 1

2n
cos(2n lnx)

eπ
1

= − 1

2n

(
(−1)2n − 1

)
= 0

oldu§undan ele al�nan fonksiyonlar [1, eπ] aral�§�nda
1

x
a§�rl�kl� ortogonal fonksiyon-

lard�r. �imdi
1

x
a§�rl�kl� normlar�n� bulal�m.

||f ||2 =

∫ eπ

1

sin2(2n lnx)
1

x
dx =

1

2

∫ eπ

1

(1− cos (4n lnx)) d lnx

=
1

2

(
lnx− 1

4n
sin(4n lnx)

)eπ
1

=
π

2
, ||f || =

√
π

2

||g||2 =

∫ eπ

1

1

x
dx = lnx

eπ
1

= π, ||g|| =
√
π

olarak bulunur. �

Örnek 1.5.

sinx, sin 2x, . . . sinnx, . . .

fonksiyonlar sisteminin [0, π] de ortogonal oldu§unu gösteriniz.

# ∀n, k ∈ N için n 6= k olmak üzere

(sinnx, sin kx) =

∫ π

0

sinnx sin kxdx = −1

2

∫ π

0

(cos(n+ k)x− cos(n− k)x) dx

= − 1

2

[
1

n+ k
sin(n+ k)x− 1

n− k
sin(n− k)x

]π
0

= 0.

n = k için

(sinnx, sinnx) =

∫ π

0

sin2 nxdx =
1

2

∫ π

0

(
1− cos 2nx

)
dx

=
1

2

(
x− 1

2n
sin 2nx

)π
0

=
π

2

elde edilir ki bu, sözü edilen fonksiyonlar sisteminin ortogonal oldu§unu gösterir. �
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Tan�m 1.6. {fn} ⊂ L2[a, b] fonksiyonlar sistemi için∫ b

a

fi(x)fj(x)dx =

 0, i 6= j

1, i = j
(1.3)

e³itli§i sa§land�§�nda ona [a, b] de ortonormal fonksiyonlar sistemi denir (Halilov ve

Hac�saliho§lu, 2009; Vretblad, 2003).

Örnek 1.7. A³a§�daki fonksiyonlar�n verilen aral�klarda L2 ye dahil olup olmad�k-

lar�n� ara³t�r�p, sözü edilen uzayda olanlar�n L2 de normlar�n� bulunuz.

1. f(x) =


1, 0 ≤ x <

1

2

0,
1

2
≤ x ≤ 1

2. f(x) =
1√
x
, 0 < x < 1

3. f(x) =
1

x
, 1 < x <∞

4. f(x) = sin lnx, [1, eπ], r(x) =
1

x

# 1. ||f ||2 =

∫ 1
2

0

12dx+

∫ 1

1
2

02dx =
1

2
, yani f ∈ L2(0, 1) ve

||f || = 1√
2
.

2.

||f ||2 =

∫ 1

0

1

x
dx = lim

ε→0+

∫ 1

ε

1

x
dx = − lim

ε→0+
ln ε =∞,

yani f /∈ L2(0, 1).

3.

||f ||2 =

∫ ∞
1

1

x2
dx = lim

b→∞

∫ b

1

1

x2
dx = − lim

b→∞

1

x

b
1

= − lim
b→∞

(
1

b
− 1) = 1,

O halde ||f || = 1 olup f ∈ L2(1,∞) olur.

4.

||f ||2r =

∫ eπ

1

sin2 lnx
1

x
dx =

1

2

∫ eπ

1

(1− cos 2 lnx)d lnx

=
1

2

(
lnx− 1

2
sin 2 ln x

)eπ
1

=
π

2

yani ||f ||r =

√
π

2
olup f ∈ L2[1, eπ]. �

4



Örnek 1.8. [1, eπ] kapal� aral�§�nda

sin lnx, sin 2 ln x, . . . , sinn lnx, . . . (n = 1,∞)

fonksiyonlar sisteminin
1

x
a§�rl�kl� ortogonal sistem oldu§unu gösteriniz.

# ∫ eπ

1

sin(n lnx) sin(k lnx)
1

x
dx

integralini hesaplamak için lnx = u de§i³ken de§i³imi yap�l�rsa,
1

x
dx = du ve x = 1

de u = 0, x = eπ de u = π olur. Bu nedenle∫ eπ

1

sin(n lnx) sin(k lnx)
1

x
dx =

∫ π

0

sin (ku) sin (nu) du

sonucuna var�l�r. sinnu ,(n = 1,∞) fonksiyonlar sistemi [0, π] de ortogonal oldu-

§undan (Örnek 1.5), ele al�nan sistem [1, eπ] aral�§�nda
1

x
a§�rl�kl� ortogonal sistem

olur. �

1.2. Fonksiyon Serileri

Terimleri, herhangi bir bölgede tan�ml� fonksiyonlardan olu³an seriye fonksiyon

serisi denir ve

f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x) + . . . veya
∞∑
n=1

fn(x) (1.4)

³eklinde yaz�l�r.(1.4) serisinin fn(x), (n = 1, 2, . . . ) terimlerinin, ortak tan�m bölgesi

D olsun. Aç�kt�r ki x yerine belli bir x0 ∈ D de§eri yaz�ld�§�nda, fonksiyon serisi,
∞∑
n=1

fn(x0) say� serisine dönü³ür.
∞∑
n=1

fn(x0) say� serisi yak�nsak ise
∞∑
n=1

fn(x) fonksi-

yon serisine x0 noktas�nda yak�nsak seri, x0 noktas�na ise yak�nsakl�k noktas� denir.

Örne§in,
∞∑
n=1

cosnx

n2
fonksiyon serisinin terimleri D = (−∞,∞) aral�§�nda tan�ml�-

d�r ve x0 = 0 noktas�nda,
∞∑
n=1

1

n2
yak�nsak serisine dönü³ür. Yani, x0 = 0,

∞∑
n=1

cosnx

n2

serisinin yak�nsakl�k noktas�d�r.

Fonksiyon serisi, herhangi X ⊂ D kümesinin tüm x noktalar�nda yak�nsaksa,

ona X kümesinde yak�nsak seri denir.
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Fonksiyon serisi, tüm x ∈ X noktalar�nda yak�nsak, x /∈ X noktalar�nda ise

�raksaksa, X kümesine (aral�§�na), fonksiyon serisinin yak�nsakl�k kümesi (aral�§�)

denir.

Örne§in,
∞∑
n=1

xn fonksiyon serisi, |x| < 1 ko³ulunu sa§layan tüm x ler için sonsuz aza-

lan geometrik dizinin toplam� oldu§undan, yak�nsak, |x| ≥ 1 ko³ulunu sa§layan tüm

x ler içinse �raksakt�r. Yani sözü edilen serinin yak�nsakl�k kümesi, (−1, 1) aral�§�d�r.

Fonksiyon serisinin yak�nsakl�k bölgesi bo³ küme de olabilir. Örne§in,
∞∑
n=1

(1 +

x2)n serisinin yak�nsakl�k bölgesi ∅ dir.

Fonksiyon serisinin yak�nsakl�§�, onun k�smi toplamlar dizisinin yard�m�yla da

tan�mlanabilir.

(1.4) serisinin n. k�smi toplam�n�

sn(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x)

ile gösterirsek {sn(x)} fonksiyon dizisine (1.4) fonksiyon serisinin k�smi toplamlar

dizisi denir (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009).

Tan�m 1.9. Herhangi bir X kümesinde
∞∑
n=1

fn(x) fonksiyon serisinin {sn(x)} k�smi

toplamlar dizisi yak�nsaksa,
∞∑
n=1

fn(x) fonksiyon serisine, X kümesinde yak�nsak seri,

k�smi toplamlar�n

lim
n→∞

sn(x) = s(x), x ∈ X

limitine de, serinin toplam� denir ve
∞∑
n=1

fn(x) = s(x), (x ∈ X) ³eklinde yaz�l�r.

Bilindi§i gibi, seri aç�l�m� ³eklinde verilen her fonksiyonun yakla³�k ifadesi ola-

rak, ele al�nan serinin n. k�smi toplam� al�nabilir. Bu yakla³�k ifade, n ye ba§l� olarak

istenen kesinlikte bulunabilir ve yap�lan hatan�n de§erlendirilmesi de |f(x)− sn(x)|

için yap�l�r (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009). Bu tür farklar�n de§erlendirilme ³ekline

ba§l� olarak, a³a§�daki kavramlar� verelim.

Tan�m 1.10. max
x∈[a,b]

|f(x)−g(x)| ifadesine, [a, b] aral�§�nda g(x) fonksiyonunun, f(x)

ten sapmas� denir (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009).
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Tan�m 1.11 (Ortalama Karesel Sapma).
1

b− a

∫ b

a

[
f(x) − g(x)]2dx ifadesine,

[a, b] aral�§�nda g(x) fonksiyonunun, f(x) ten ortalama karesel sapmas� denir ve δ2

ile gösterilir (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009);

δ2 =
1

b− a

∫ b

a

[
f(x)− g(x)]2dx.

Tan�m 1.12. ∀ε > 0 say�s�na kar³�l�k n0(ε) ∈ N say�s�, n > n0(ε) ko³ulunu sa§layan

tüm n ∈ N ler ve tüm x ∈ X ler için

|sn(x)− s(x)| < ε (1.5)

e³itsizli§i sa§lanacak ³ekilde varsa, (1.4) serisine X kümesinde düzgün yak�nsak seri,

s(x) e de serinin toplam� denir (Can, 2004; Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009; Myint

and Debnath, 2007; Strauss, 2008).

Düzgün yak�nsakl�§�n tan�m� a³a§�daki ³ekilde de verilebilir.

Terimleri [a, b] aral�§�nda tan�ml� fonksiyon serisi

max
x∈[a,b]

∣∣∣∣s(x)−
N∑
n=1

fn(x)

∣∣∣∣→ 0, (N →∞)

³art�n� sa§l�yorsa, sözü edilen seri [a, b] aral�§�nda f(x) e düzgün yak�nsakt�r denir

(Strauss, 2008).

Tan�m 1.13. Terimleri L2[a, b] de tan�ml� olan fonksiyon serisi için N →∞ da∫ b

a

∣∣∣∣s(x)−
N∑
n=1

fn(x)

∣∣∣∣2dx→ 0

ko³ulu sa§lan�yorsa sözü edilen seri, f(x) e ortalama karesel sapma anlam�nda ya-

k�nsak denir (Myint and Debnath, 2007; Strauss, 2008).

Burada düzgün yak�nsakl�§�n, noktasal yak�nsakl�ktan ve ortalama karesel

sapma anlam�nda yak�nsakl�ktan daha kuvvetli oldu§unu söyleyebiliriz. Bunun için

a³a§�daki örne§i inceleyelim.

Örnek 1.14. Terimleri (0, 1) aral�§�nda tan�ml� {fn(x)} = {(1− x)xn−1} fonksiyon

dizisini ele alal�m.

N∑
n=1

(1− x)xn−1 = 1− xN → 1, N →∞, (0 < x < 1 oldu§undan)
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Bu durumda fn(x) fonksiyonu (0, 1) aral�§�nda 1 e noktasal yak�nsakt�r. Üstelik∫ 1

0

∣∣∣∣1− (1− xN)

∣∣∣∣2dx =

∫ 1

0

x2Ndx =
1

2N + 1
→ 0, (N →∞)

oldu§undan ortalama karesel sapma anlam�nda yak�nsakt�r. Fakat

sup
x∈(0,1)

∣∣1− (1− xN)
∣∣ = sup

x∈(0,1)

∣∣xN ∣∣ = 1, ∀N ∈ N

oldu§undan fn(x), (0, 1) aral�§�nda düzgün yak�nsak de§ildir.

Tan�m 1.15. Herhangibir X kümesinde (1.4) serisinin terimleri için,

|fn(x)| ≤ an, n = 1, 2, . . . (1.6)

e³itsizli§i sa§lanacak ³ekilde pozitif terimli yak�nsak
∞∑
n=1

an say� serisi varsa, (1.4) se-

risine X kümesinde s�n�rlanan seri,
∞∑
n=1

an serisine de onun s�n�rlayan� denir (Halilov

ve Hac�saliho§lu, 2009).

Teorem 1.16 (Weierstrass Ölçütü). Herhangi bir kümede s�n�rlanan seri, o kü-

mede mutlak ve düzgün yak�nsakt�r.

Sonlu say�da düzgün yak�nsak serinin toplam�n�n da düzgün yak�nsak oldu§unu

ve bir düzgün yak�nsak serinin tüm terimlerini ayn� bir s�n�rl� fonksiyonla veya sabitle

çarpt�§�m�zda düzgün yak�nsakl�k bozulmaz (Can, 2004).

Teorem 1.17 (Süreklilik). Terimleri, herhangi bir X kümesinde sürekli fonksiyon-

lardan olu³an (1.4) serisi bu kümede düzgün yak�nsak ise,

s(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x) + . . . (1.7)

toplam� da X kümesinde sürekli fonksiyondur (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009).

Teorem 1.18 (Terim Terim �ntegralleme). Terimleri herhangi bir [a, b] ara-

l�§�nda sürekli fonksiyonlardan olu³an
∞∑
n=1

fn(x) serisi, bu aral�kta s(x) e düzgün

yak�nsarsa o zaman ∫ x

a

[ ∞∑
n=1

fn(t)

]
dt =

∞∑
n=1

[ ∫ x

a

fn(t)dt

]
(1.8)

e³itli§i do§rudur. Yani düzgün yak�nsak seri, yak�nsakl�k aral�§�nda terim terim in-

tegrallenebilirdir (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009).
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Teorem 1.19 (Terim Terim Türetme). Terimleri, [a, b] aral�§�nda sürekli türeve

sahip
∞∑
n=1

fn(x) serisi, bu aral�kta yak�nsak, terimlerinin türevlerinden elde edilen

∞∑
n=1

f ′n(x) serisi de düzgün yak�nsak ise, o zaman s(x), [a, b] de türetilebilirdir ve

[ ∞∑
n=1

fn(x)

]′
=
∞∑
n=1

f ′n(x) (1.9)

e³itli§i do§rudur (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009).

1.3. Parametreye Ba§l� �ntegraller

Tan�m 1.20. u = f(t, x) fonksiyonu [a, b]× [c, d] = D dikdörtgensel bölgesinde ta-

n�ml� bir fonksiyon olmak üzere
∫ d
c
f(t, x)dx integraline t parametresine ba§l� integral

denir ve

φ(t) =

∫ d

c

f(t, x)dx (1.10)

ile gösterilir (Can, 2004).

Teorem 1.21 (Süreklilik). f(t, x), [a, b]× [c, d] = D dikdörtgensel bölgesinde her

iki de§i³kenine göre sürekli bir fonksiyon ise φ(t) fonksiyonu da [a, b] aral�§�nda t ye

göre süreklidir.

φ(t), t0 ∈ [a, b] de sürekli ise

lim
t→t0

φ(t) = φ(t0) =

∫ d

c

f(t0, x)dx

olur. Böylece f(t, x) sürekli oldu§unda

lim
t→t0

∫ d

c

f(t, x)dx =

∫ d

c

lim
t→t0

f(t, x)dx

bulunur ki bu, limit ile integralin s�ras�n�n de§i³tirilebildi§ini söyler (Can, 2004).

Örnek 1.22.

lim
t→0

∫ eπ

1

etx

x
sin lnxdx

limitini hesaplay�n�z.

# 0 < δ < 1 olmak üzere f(t, x) =
etx

x
sin lnx fonksiyonu [1−δ, 1+δ]× [1−δ, 1+δ]

bölgesinde sürekli oldu§undan integral ile limitin s�ras� de§i³tirilebilir. Böylece,

lim
t→0

∫ eπ

1

etx

x
sin lnxdx =

∫ eπ

1

lim
t→0

etx

x
sin lnxdx
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yaz�labilir.

lim
t→0

etx = e0 = 1

ve ∫ eπ

1

1

x
sin lnxdx =

∫ eπ

1

sin lnxd(lnx) = − cos lnx

eπ
1

= 2

oldu§undan,

lim
t→0

∫ eπ

1

etx

x
sin lnxdx = 2

bulunur.

Teorem 1.23 (Diferansiyellenebilirlik). f(t, x), [a, b] × [c, d] = D dikdörtgensel

bölgesinde sürekli olup ∀x ∈ [c, d] için [a, b] aral�§�nda t ye göre sürekli k�smi türeve

sahip ise, (1.10) e³itli§i ile belirlenen φ(t) fonksiyonu t ye göre türetilebilirdir ve

türevi

φ′(t) =

∫ d

c

ft(t, x)dx (1.11)

³eklindedir. (1.11) e³itli§i de§i³ken s�n�rl�

φ(t) =

∫ β(t)

α(t)

f(t, x)dx

³eklindeki parametreye ba§l� integraller için a³a§�daki ³ekilde genelle³tirilebilir. α(t), β(t)

fonksiyonlar� [a, b] aral�§�nda türetilebilir fonksiyonlar oldu§unda bile³ik fonksiyonun

türev formülüne göre

φ′(t) =

(∫ β(t)

α(t)

f(t, x)dx

)′
t

= f
(
t, β(t)

)
β′(t)− f

(
t, α(t)

)
α′(t) +

∫ β(t)

α(t)

ft(t, x)dx

(1.12)

olur (Can, 2004).

Örnek 1.24.

φ(t) =

∫ sin t

−t

dx

1 + t+ x

iken, φ′(t) yi do§rudan ve (1.12) yard�m�yla hesaplay�n�z.

# Do§rudan hesaplamayla

φ(t) =

∫ sin t

−t

dx

1 + t+ x
= ln(1 + t+ x)

sin t

−t
= ln(1 + t+ sin t)

olup

φ′(t) =
1 + cos t

1 + t+ sin t
10



bulunur. Di§er taraftan (1.12) yard�m�yla

φ′(t) =
1

1 + t+ sin t
cos t+

1

1 + t− t
−
∫ sin t

−t

dx

(1 + t+ x)2

=
cos t

1 + t+ sin t
+ 1 +

1

1 + t+ x

sin t

−t

=
1 + cos t

1 + t+ sin t

elde edilir. �

Örnek 1.25.

φ(t) =

∫ t2

t

sinxt

x
dx

fonksiyonunun türevini hesaplay�n�z.

# Görüldü§ü gibi φ(t) elementer bir fonksiyon cinsinden gösterilemedi§inden, do§-

rudan hesaplama yap�lamaz. (1.12) yard�m�yla

φ′(t) =
sin t3

t2
2t− sin t2

t
+

∫ t2

t

cosxtdx

=
2 sin t3

t
− sin t2

t
+

1

t
sinxt

t2
t

=
3 sin t3 − 2 sin t2

t

elde edilir. �

Örnek 1.26. f(τ, x) fonksiyonu D = {(τ, x) : 0 < τ < t, 1 < x < eπ} bölgesinde sü-

rekli fonksiyon ve g(t, τ) =

∫ eπ

1

f(τ, x)eτ−t
1

x
sin lnxdx olmak üzere φ(t) =

∫ t

0

g(t, τ)dτ

fonksiyonunun türevini hesaplay�n�z.

# (1.12) formülüne göre

φ′(t) = g(t, t) +

∫ t

0

gt(t, τ)dτ

g(t, t) =

∫ eπ

1

f(t, x)
1

x
sin lnxdx ve gt(t, τ) = −

∫ eπ

1

f(τ, x)eτ−t
1

x
sin lnxdx oldu§un-

dan

φ′(t) =

∫ eπ

1

f(t, x)
1

x
sin lnxdx−

∫ t

0

∫ eπ

1

f(τ, x)eτ−t
1

x
sin lnxdxdτ

elde edilir. �
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Teorem 1.27 (�ntegrallenebilirlik). E§er f(t, x) ∈ C(D) ise, (1.10) e³itli§i ile

belirli ϕ(t) fonksiyonu için∫ b

a

φ(t)dt =

∫ b

a

∫ d

c

f(t, x)dxdt =

∫ d

c

∫ b

a

f(t, x)dtdx (1.13)

e³itli§i do§rudur. Yani integral içi fonksiyon sürekli oldu§unda integralleme s�ras�

de§i³tirilebilir (Can, 2004).

1.4. Fourier Serileri

Fourier serileri, matematik ve �zikte pek çok uygulama alan� olan önemli seri-

lerdendir. Fizikte elektromanyetik teori, �s� teorisi, sal�n�m teorisi, kuantum teorisi,

akustik, elektronik gibi bir çok alanlardaki uygulamalarda, adi ve k�smi türevli dife-

ransiyel denklemlerin çözümlerinde kar³�m�za ç�kar. Taylor serilerinin aksine, Fourier

serileri, istenen mertebeden türetilebilir olmalar� gerekmeyen ve reel de§i³kenli olan

fonksiyonlar�n, özellikleri iyi bilinen sinüs ve kosinüs fonksiyonlar� cinsinden yeni-

den yaz�lmas�d�r ve yaz�l�m�n önemi, özellikle uygulamalarda kendini göstermektedir

(Öztürk, 2012).

Tan�m 1.28.

a0
2

+
∞∑
k=1

(
akcoskx+ bksinkx

)
(1.14)

³eklinde belirlenen seriye trigonometrik seri, a0, ak, bk (k = 1, 2, . . . ) gerçel sabitlerine

de trigonometrik serinin katsay�lar� denir.

(1.14) serisinin tüm terimleri (−∞,∞) aral�§�nda tan�ml� ve 2π ortak devrine

sahip fonksiyonlar oldu§undan, bu seriyi 2π uzunluklu [0, 2π] veya [−π, π] aral�§�nda

incelemek yeterlidir. (1.14) serisinin

sn(x) =
a0
2

+
n∑
k=1

(
akcoskx+ bksinkx

)
(1.15)

³eklindeki n. k�smi toplam�na, trigonometrik çok terimli denir.

Pozitif terimli

|a0|
2

+
∞∑
n=1

(
|an|+ |bn|

)
(1.16)
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say� serisinin yak�nsak oldu§unu varsayal�m. Bu seri (−∞,∞) aral�§�nda tan�mlan-

m�³ ve (1.14) trigonometrik serisinin s�n�rlayan� oldu§undan (1.14) düzgün yak�n-

sakt�r. Böylece (1.16) serisinin yak�nsakl�§� durumunda

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(
ancosnx+ bnsinnx

)
(1.17)

e³itli§ini sa§layan 2π devirli bir f(x) fonksiyonu vard�r (Halilov ve Hac�saliho§lu,

2009). 2π devirli f(x) fonksiyonunun

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

ancosnx+ bnsinnx,
(
x ∈ (−π, π)

)
(1.18)

³eklinde düzgün yak�nsak trigonometrik seriye aç�lm�³ oldu§unu varsayal�m. a0, an, bn

katsay�lar�n� bulmak için düzgün yak�nsak serinin terim terim integrallenebildi§ine

dayanarak (1.18) e³itli§i üzerinde a³a§�daki i³lemleri yapal�m.

Her iki taraf� [−π, π] aral�§�nda integralini alal�m.∫ π

−π
f(x)dx =

a0
2

∫ π

−π
dx+

∞∑
n=1

(
an

∫ π

−π
cosnxdx+ bn

∫ π

−π
sinnxdx

)
. (1.19)

Burada,
∫ π

−π
cosnxdx =

∫ π

−π
sinnxdx = 0 oldu§unu gözönüne al�rsak∫ π

−π
f(x)dx = πa0 veya a0 =

1

π

∫ π

−π
f(x)dx

olur. Benzer ³ekilde e³itli§in her iki taraf�n� cos kx ile çarp�p [−π, π] aral�§�nda in-

tegralini alal�m. �³lem yaparken cos kx ile çarpman�n düzgün yak�nsakl�§� bozmaya-

ca§�na dikkat edelim.∫ π

−π
f(x) cos kxdx =

a0
2

∫ π

−π
cos kxdx+

∞∑
n=1

an

∫ π

−π
cosnx cos kxdx+

∞∑
n=1

bn

∫ π

−π
sinnx cos kxdx.

Burada, sinnx ve cosnx fonksiyonlar�n�n ortogonallikleri göz önüne al�n�rsa∫ π

−π
f(x) cosnxdx = πan veya an =

1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx (n = 1,∞)

olur. Son olarak e³itli§in her iki taraf�n� sin kx ile çarp�p [−π, π] aral�§�nda integralini

al�rsak ∫ π

−π
f(x) sin kxdx =

a0
2

∫ π

−π
sin kxdx+

∞∑
n=1

an

∫ π

−π
cosnx sin kxdx+

∞∑
n=1

bn

∫ π

−π
sinnx sin kxdx.
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∫ π

−π
f(x) sinnxdx = πbn veya bn =

1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx (n = 1,∞)

elde edilir. Böylece (1.18) serisinin düzgün yak�nsakl�§� durumunda, katsay�lar� be-

lirlemek için

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(x)dx,

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx,

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx, (n = 1,∞)

(1.20)

formüllerini elde etmi³ oluruz. n = 0 durumunda an in formülünden a0 �n formülü

elde edilir. Bu yüzden (1.18) serisinde ilk terim a0 olarak de§il
a0
2

olarak kabul edilir.

Katsay�lar�, (1.20) formülleri ile belirlenmi³ (1.18) serisine Fourier serisi, a0, ak,

bk gerçel say�lar�na ise Fourier katsay�lar� denir. (1.18) serisi düzgün yak�nsak oldu-

§undan, her düzgün yak�nsak trigonometrik seri, kendi toplam�n�n Fourier serisidir,

denilebilir. (1.18) e³itli§ine, f(x) fonksiyonunun Fourier serisine aç�l�m� da denir

(Brown and Churchill, 1993; Clarke; Elias and Rami, 2002; Enrique and Velasco,

1996; Haberman, 2005; Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009; Hanna and Rowland, 1990;

Strauss, 2008; Pinsky, 2011).

Fourier katsay�lar�n� belirlerken, (1.18) serisinin düzgün yak�nsak oldu§unu

kabul ettik. �imdi katsay�lar� (1.20) formülleri ile belirlenen serinin düzgün yak�nsak

olmas� için, f(x) in hangi ko³ullar� sa§lamas� gerekir sorusuna cevap verelim. Bunun

için önce a³a§�daki tan�mlar� verelim.

Tan�m 1.29. Türevi [a, b] aral�§�nda parçal� sürekli olan fonksiyona bu aral�kta

parçal� diferansiyellenebilir fonksiyon denir (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009).

Tan�m 1.30. [a, b] aral�§�nda parçal� sürekli f(x) fonksiyonu, bu aral�§�n sonlu sa-

y�da noktas� hariç, di§er tüm noktalar�nda sürekli türeve sahip olup, sözü edilen

sonlu say�da noktada sa§ ve sol türevlere sahip ise, bu fonksiyona [a, b] aral�§�nda

parçal� pürüzsüz fonksiyon denir (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009; Pinsky, 2011).

Teorem 1.31. 2π devirli f(x) fonksiyonu, (−∞,∞) aral�§�nda sürekli olup, 2π

uzunluklu her aral�kta parçal� diferansiyellenebilir ise onun Fourier serisi kendisine

düzgün olarak yak�nsar (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009; Pinsky, 2011).
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Teorem 1.32 (Dirichlet). 2π devirli f(x) fonksiyonu [−π, π] aral�§�nda parçal�

pürüzsüz ise, onun Fourier Serisi aral�§�n her noktas�nda yak�nsakt�r ve toplam� da;

1. Fonksiyonun süreklilik noktalar�nda kendisine,

2. �ç süreksizlik noktalar�nda bu noktalardaki sa§ ve sol limitinin ortalamas�na,

3. −π ve π de ise bu uç noktalardaki de§erlerinin ortalamas�na e³ittir (Elias

and Rami, 2002; Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009; Hanna and Rownland, 1990;

Pinsky, 2011).

E§er simetrik aral�kta verilen f(x) fonksiyonu tek (çift) ise simetrik aral�kta tek

(çift) fonksiyonun integralinin özelli§ine dayanarak katsay�lar daha basit bulunur.

f(x) in tek fonksiyon olmas� durumunda, onun Fourier serisi

f(x) =
∞∑
n=1

bn sinnx (1.21)

ve Fourier katsay�lar� da

bn =
2

π

∫ π

0

f(x) sinnxdx, (n = 1,∞) (1.22)

formülleri ile hesaplan�r (Elias and Rami, 2002; Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009).

f(x) in çift fonksiyon olmas� durumunda ise Fourier serisi

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cosnx,

ve Fourier katsay�lar� da

a0 =
2

π

∫ π

0

f(x)dx

an =
2

π

∫ π

0

f(x) cosnxdx, (n = 1,∞)

(1.23)

formülleri ile hesaplan�r (Elias and Rami, 2002; Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009).

[a, b] aral�§�nda verilen parçal� pürüzsüz fonksiyonun Fourier serisine aç�l�m�

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cos

(
2nπ

b− a
x

)
+ bn sin

(
2nπ

b− a
x

)
.
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Burada e³itlik, fonksiyonun süreklilik noktalar�nda do§rudur. f(x)'in Fourier katsa-

y�lar� ise

a0 =
2

b− a

∫ b

a

f(x)dx

an =
2

b− a

∫ b

a

f(x) cos

(
2nπ

b− a
x

)
dx

bn =
2

b− a

∫ b

a

f(x) sin

(
2nπ

b− a
x

)
dx

e³itlikleri ile verilir (Elias and Rami, 2002; Haberman, 2005; Halilov ve Hac�saliho§lu,

2009; Pinsky, 2011; Strauss, 2008).

Tan�m 1.33 (Genelle³tirilmi³ Fourier Serisi). [a, b] aral�§�nda parçal� sürekli

fonksiyonlardan olu³an

ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x), . . . (1.24)

ortogonal fonksiyonlar sistemi verilmi³ oldu§unu varsay�p

c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) + · · ·+ cnϕn(x) + . . . (1.25)

serisini yazal�m. Burada cn ler (n = 1,∞) gerçel katsay�lard�r. (1.25) serisinin bir

f(x) fonksiyonuna düzgün yak�nsad�§�n� varsayal�m (x ∈ [a, b]).

f(x) = c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) + · · ·+ cnϕn(x) + . . . (1.26)

(1.26) e³itli§inin her iki taraf�n� ϕk(x) (k ∈ N) ile çarp�p, [a, b] aral�§� üzerinde

integralini al�rsak, (1.24) sisteminin ortogonalli§i göz önüne al�nd�§�nda∫ b

a

f(x)ϕn(x)dx = cn

∫ b

a

ϕ2
n(x)dx

veya

cn =
1

||ϕn||2

∫ b

a

f(x)ϕn(x)dx, (n = 1,∞) (1.27)

olur.

Katsay�lar� (1.27) e³itlikleri ile belirlenen (1.25) serisine, f(x) fonksiyonunun

(1.24) sistemi cinsinden Fourier serisi, cn lere de f(x) in bu sistem cinsinden Fo-

urier katsay�lar� denir (Brown and Churchill, 1993; Clarke; Elias and Rami, 2002;

Enrique and Velasco, 1996; Haberman, 2005; Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009; Hanna

and Rowland, 1990; Strauss, 2008; Pinsky, 2011).
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Tan�m 1.34. Herhangibir n için, (1.24) sisteminin,

ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x)

fonksiyonlar�n�n

Φn(x) = α1ϕ1(x) + α2ϕ2(x) + · · ·+ αnϕn(x) (1.28)

do§rusal birle³imini olu³tural�m. Burada Φn(x) e, (1.24) sistemi üzere n.basamaktan

çokterimli denir (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009).

Teorem 1.35 (Bessel E³itsizli§i). f(x) ∈ L2[a, b] olmak üzere f(x) fonksiyonu

(1.24) sistemi üzere aç�lm�³ ve cn ler (1.27) e³itlikleri ile belirlenmi³ olsun. Bu du-

rumda
∞∑
n=1

c2n||ϕn||2 ≤
∫ b

a

f 2(x)dx (1.29)

e³itsizli§i do§rudur (Myint and Debnath, 2007).

Tan�m 1.36. [a, b] aral�§�nda parçal� sürekli fonksiyonlar kümesi P [a, b] olmak üzere

f(x) ∈ P [a, b] olsun. E§er f(x) in (1.24) sistemi üzere
∞∑
n=1

cnϕn Fourier serisi, orta-

lama karesel anlam�nda yak�nsaksa yani

lim
N→∞

∫ b

a

[
f(x)−

N∑
n=1

cnϕn

]2
dx = 0

ise o zaman (1.24) sistemine P [a, b] de tam sistem denir ve bu sistem P [a, b] nin bir

baz� olarak kabul edilir. Yani P [a, b] deki her fonksiyon (1.24) sisteminin bir do§rusal

birle³imi olarak yaz�labilir (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009).

Teorem 1.37 (Parseval E³itli§i). (1.24) sisteminin P [a, b] de tam olmas� için her

f(x) ∈ P [a, b] fonksiyonu için

∞∑
n=1

c2n||ϕn||2 =

∫ b

a

f 2(x)dx

ko³ulunun sa§lanmas� gerek ve yeterdir (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009; Myint and

Debnath, 2007).

Tan�m 1.38 (Kapal� Sistem). (1.24) sisteminin her eleman�na ortogonal olan farkl�

bir g(x) ∈ P [a, b] fonksiyonu s�f�ra e³it ise, sözü edilen sisteme P [a, b] de kapal� sistem

denir.
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Tam sistem a³a§�daki özelliklere sahiptir.

1. P [a, b] de ortogonal (1.24) sistemi tam ise, ayn� zamanda kapal�d�r.

2. f(x), g(x) ∈ P [a, b] fonksiyonlar� [a, b] de tam ortogonal (1.24) sistemi üzere

ayn� Fourier katsay�lar�na sahipse, o zaman onlar P [a, b] de e³ittirler.

3. f(x), g(x) ∈ P [a, b] ve [a, b] de ortogonal (1.24) sistemi tam ise, f(x) in [a, b]

aral�§� üzerinde Fourier serisi terim terim integrallenebilirdir, yani, ∀x0, x ∈

[a, b] için∫ x

x0

f(ξ)dξ =
∞∑
n=1

cn

∫ x

x0

ϕn(ξ)dξ e³itli§i do§rudur (Halilov ve Hac�saliho§lu, 2009).

Örne§in;

1.
1

2
, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, . . . , sinnx, cosnx, . . . , sistemi P [−π, π] de

2.
1

2
, cosx, cos 2x, . . . , cosnx, . . . , sistemi P [0, π] de

3. sinx, sin 2x, . . . , sinnx, . . . , sistemi P [0, π] de tam sistem olu³turur.

Örnek 1.39. f(x) = x2, (−π ≤ x ≤ π) fonksiyonunu Fourier serisine aç�n�z.

# Verilen fonksiyon çifttir. Onu (−∞,∞) aral�§�na 2π devirli olarak devam etti-

rirsek elde edilen fonksiyonun, her 2π uzunluklu aral�kta sürekli olup, türevi parçal�

süreklidir. O halde teorem 1.31 den dolay� Fourier serisi reel eksenin tümünde ken-

dine yak�nsar. �imdi katsay�lar� fonksiyonun çiftli§ini dikkate alarak belirleyelim.

a0 =
2

π

∫ π

0

x2dx =
2π2

3

an =
2

π

∫ π

0

x2 cosnxdx = (−1)n
4

n2
, (n = 1,∞)

O halde tüm reel eksende

x2 =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n
cosnx

n2

e³itli§i do§rudur. Burada x = 0 ve x = π al�n�rsa s�ras�yla
∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
=
π2

12
,

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

e³itliklerini elde ederiz. �
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Örnek 1.40. f(x) =sign(x), (−π < x < π) fonksiyonu Fourier serisine aç�n�z.

# Verilen fonksiyonun tek oldu§unu dikkate al�rsak, (1.22) e³itli§i yard�m�yla bn

katsay�lar�n� hesaplayal�m.

bn =
2

π

∫ π

0

sinnxdx = − 2

πn
cosnx

π
0

=
2

πn
(1− cosnπ) =

 4
πn
, n tek ise

0, n çift ise

yani b2n−1 =
4

π(2n− 1)
, b2n = 0 olarak bulunmu³ olur. Böylece, −π < x < π

aral�§�nda

sign(x) =
4

π

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1

aç�l�m� elde edilir.

Elde edilen aç�l�mda x =
π

2
al�rsak

1 =
4

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
veya

π

4
=
∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1

e³itli§ini elde ederiz. �

1.5. Euler Denklemi

Tan�m 1.41. p, q ∈ R olmak üzere

x2y′′ + pxy′ + qx = 0

³eklindeki denkleme 2. mertebeden Euler denklemi denir. Denklemin ³eklinden gö-

rülüyor ki onun çözümü y(x) = xr ³eklinde aranmal�d�r. Gerekli türevler al�n�p

denklemde yerlerine konursa

r2 + (p− 1)r + q = 0

karakteristik denklemini elde ederiz ve bu köklere ba§l� olarak genel çözümler a³a-

§�daki gibidir.
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1. r1 6= r2 ve gerçel oldu§unda, özel çözümler y1(x) = xr1 , y2(x) = xr2 , genel

çözüm ise

y(x) = C1x
r1 + C2x

r2

olur.

2. r1 = r2 = r oldu§unda, özel çözümler y1(x) = xr, y2(x) = xr lnx, genel çözüm

ise

y(x) = C1x
r + C2x

r lnx veya y(x) = xr(C1 + C2 lnx)

olur.

3. r1,2 = α ± iβ oldu§unda, elnx = x oldu§u dikkate al�n�rsa, özel çözümler

y1(x) = xα cos(β lnx), y2(x) = xα sin(β lnx) genel çözüm ise

y(x) = xα (C1 cos(β lnx) + C2 sin(β lnx))

olur.

E§er x < 0 ise bulunan genel çözümlerde x yerine gerekti§inde |x| yaz�l�r

(Halilov, 2006; Ravi and O'Regan, 2009; Shempley, 1984).

1.6. K�smi Türevli Diferansiyel Denklemler

Bir diferansiyel denklemde ba§�ms�z de§i³ken say�s� iki veya daha fazla ise

bu denkleme K�smi Türevli Diferansiyel Denklem (KTDD) denir. Genel olarak bir

KTDD, x, y, . . . ba§�ms�z de§i³kenler ve u(x, y, . . . ) ba§�ml� de§i³ken (bilinmeyen

fonksiyon) olmak üzere

F (x, y, . . . , u, ux, uy, uxx, uxy, uyy, . . . ) = 0 (1.30)

³eklinde yaz�l�r. Burada ux, uy, uxx, uxy, uyy, . . . bilinmeyen fonksiyonun ba§�ms�z de-

§i³kenlere göre k�smi türevleridir ve bunlar�n herbiri

ux =
∂u

∂x
, uy =

∂u

∂y
, uxx =

∂2u

∂x2
,

∂2u

∂x∂y
, . . .

³eklinde ifade edilir (Asmar, 2004; Ça§l�yan ve Çelebi, 2010; Çiftçi, 2007; Myint and

Debnath, 2007; Strauss, 2008; ).
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Bir KTDD bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun tüm türevlerine göre do§-

rusal bir ba§�nt� ise bu denkleme do§rusal denklem denir. Genel olarak ikinci mer-

tebeden k�smi türevlere göre do§rusal olan diferansiyel denklem

a11(x, y)uxx + 2a12(x, y)uxy + a22(x, y)uyy = f(x, y, u, ux, uy) (1.31)

e³itli§i ile verilir. Burada a11(x, y), a12(x, y), a22(x, y) fonksiyonlar� herhangi bir ka-

pal� bölgede sürekli fonksiyonlard�r.

Tan�m 1.42. (1.31) denkleminde terimlerinin katsay�lar�n�n olu³turdu§u∣∣∣∣∣∣ a11(x, y) a12(x, y)

a12(x, y) a22(x, y)

∣∣∣∣∣∣
determinanta, sözü edilen denklemin diskriminant� denir ve ∆(x, y) ile gösterilir.

(1.31) denklemi

1. ∆(x, y) > 0 oldu§u bölgede eliptik denklem,

2. ∆(x, y) = 0 oldu§u bölgede parabolik denklem,

3. ∆(x, y) < 0 oldu§u bölgede hiperbolik denklem

olarak adland�r�l�r (Myint and Dabnath, 2007). Verilen bir de§i³ken katsay�l� ikinci

mertebeden k�smi türevli diferansiyel denklemin diskriminant� tan�ml� oldu§u böl-

genin belli bir k�sm�nda pozitif, belli bir k�sm�nda s�f�r, belli bir k�sm�nda da negatif

olabilir. O halde, sözü edilen bölgelerde denklem eliptik, parabolik ve hiperbolik

olur. Örne§in
∂2u

∂x2
+ y

∂2u

∂y2
= f(x, y, u, ux, uy)

denklemi y > 0 (üst yar� düzlem) için eliptik, y = 0 (apsisler ekseni) için parabolik,

y < 0 (alt yar�düzlem) için hiperbolik olur.

1.7. S�n�r De§er Problemleri

p0(x), p1(x), p2(x), r(x) , [α, β] aral�§�nda sürekli fonksiyonlar olsun. �kinci mer-

tebeden do§rusal diferansiyel denklem

p0(x)y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = r(x), x ∈ [α, β] (1.32)
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³eklinde olup genel s�n�r ko³ullar� da, ai, bi, ci, di, i = 0, 1 ve A,B key� sabitler

olmak üzere

B1[y] ≡ a0y(α) + a1y
′(α) + b0y(β) + b1y

′(β) = A (1.33)

B2[y] ≡ c0y(α) + c1y
′(α) + d0y(β) + d1y

′(β) = B (1.34)

³eklinde verilmi³se (1.32)-(1.34) e³itliklerine türde³ olmayan do§rusal s�n�rde§er prob-

lemi denir.

p0(x)y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = 0, x ∈ [α, β]

B1[y] ≡ 0

B2[y] ≡ 0

problemine ise türde³ do§rusal s�n�rde§er problemi denir. S�n�r ko³ullar� için a³a§�daki

durumlar söz konusudur.

1. �lk S�n�r Ko³ullar�,

y(α) = A, y(β) = B

2. �kinci S�n�r Ko³ullar�,

y(α) = A, y′(β) = B veya

y′(α) = A, y(β) = B

3. Sturm-Liouville S�n�r Ko³ullar�, a20 + a21 6= 0 ve d20 + d21 6= 0 olmak üzere

a0y(α) + a1y
′(α) = A,

d0y(β) + d1y
′(β) = B,

4. Periyodik S�n�r Ko³ullar�,

y(α) = y(β), y′(α) = y′(β)

olmak üzere dört çe³ittir (Al-Gwaiz, 2008; Allan, 2002; Brown and Churchill, 1993;

Ravi and O'Regan, 2009).
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1.8. Sturm-Liouville Problemleri

ai, di, i = 0, 1 key� sabitler olmak üzere

(p(x)y′)′ + q(x)y + λr(x)y = 0, x ∈ [α, β] (1.35)

denklemi ve s�n�r ko³ullar�

a0y(α) + a1y
′(α) = 0, a20 + a21 6= 0 (1.36)

d0y(β) + d1y
′(β) = 0, d20 + d21 6= 0 (1.37)

verilmi³ olsun. (1.35) denkleminin (1.36) ve (1.37) ko³ullar�n� sa§layan çözümünün

bulunmas�na Sturm-Liouville Problemi denir. Burada, λ parametre, q, r ∈ C[α, β],

p(x) ∈ C1[a, b] ve ∀x ∈ [α, β] için p(x), r(x) > 0. Görüldü§ü gibi y(x) ≡ 0, (1.35)

denkleminin her zaman çözümüdür (Al- Gwaiz, 2008; Enrique and Velasco, 1996;

Halilov, 2006).

Tan�m 1.43 (Özde§er ve Özfonksiyon). (1.35)-(1.36),(1.37) problemine s�f�rdan

farkl� çözümler sa§layan λ say�lar�na sözü edilen problemin özde§erleri, bu özde-

§erlere kar³�l�k gelen s�f�rdan farkl� ϕλ(x) çözümlerine de özfonksiyonlar� denir (Al-

Gwaiz, 2008; Halilov, 2006).

Bir Sturm-Liouville Probleminin özde§erleri ve özfonksiyonlar� için a³a§�daki

teorem do§rudur.

Teorem 1.44. p(x) ∈ C1[a, b], r(x) ∈ C[a, b] pozitif, q(x) ∈ C[a, b] gerçel fonksiyon-

lar ve a21 + a22 6= 0, b21 + b22 6= 0 ise [a, b] aral�§�nda (1.35)-(1.36),(1.37) probleminin

gerçel λn özde§erleri ve onlara kar³�l�k gelen ϕn(x) özfonksiyonlar� vard�r ve bunlar

a³a§�daki özelliklere sahiptir

1. Özde§erler negatif de§ildir ve

0 ≤ λ1 < λ2 < λ3 < · · · < λn < . . . , lim
n→∞

λn =∞ (1.38)

ko³ullar�n� sa§lar.

2. Farkl� özde§erlere farkl� özfonksiyonlar kar³�l�k gelir. Yani λn 6= λk için ϕn(x) 6=

ϕk(x) olur. (n, k = 1,∞, n 6= k)
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3. ϕn(x) fonksiyonlar sistemi (n = 1,∞) [a, b] aral�§�nda r(x) a§�rl�kl� ortogonal

sistem olu³turur.

4. ϕn(x) özfonksiyonunun, (a, b) aral�§�nda n− 1 say�da s�f�r� vard�r (Haberman,

2005; Halilov, 2006).

1.9. Fourier Yöntemi

Bir k�smi diferansiyel denklemin genel çözümündeki key� fonksiyonlar�n önce-

den verilen ko³ullar sa§lanacak ³ekilde tayin edilmesi zor hatta bazen imkans�zd�r.

Ayr�ca bir k�smi diferansiyel denklemin genel çözümünü baz� özel haller d�³�nda elde

etmek mümkün de§ildir. Bundan dolay� s�n�r de§er problemlerini çözmek için özel

yöntemlere ba³vurulur. S�n�r de§er problemini çözmek için elementer fakat çok kulla-

n�³l� bir yöntem Fourier yöntemi di§er bir ad�yla de§i³kenlerin ayr�lmas� yöntemidir.

Özel olarak ikinci mertebeden iki ba§�ms�z de§i³kenli

Auxx + 2Buxy + Cuyy +Dux + Euy + Fu = 0 (1.39)

do§rusal k�smi diferansiyel denklemini ele alal�m. Burada A,B,C,D,E, F katsay�lar�

x ve y 'nin verilmi³ fonksiyonlar�d�r. Bu denklemin

u(x, y) = X(x)Y (y) (1.40)

biçimindeki çözümlerini arayal�m. (1.40) ve türevlerini (1.39) de yerlerine yazal�m.

AX ′′Y + 2BX ′Y ′ + CXY ′′ +DX ′Y + EXY ′ + FXY = 0. (1.41)

E§er (1.41) denklemini

1

X
f(x,Dx)X =

1

Y
g(y,Dy)Y (1.42)

biçiminde yaz�labilirse, (1.39) denklemine de§i³kenlerine ayr�labilirdir denir. Burada

f(x,Dx) ve g(y,Dy) diferansiyel operatörlerdir. (1.42) denkleminin sol taraf� yaln�zca

x de§i³keninin bir fonksiyonu ve sa§ taraf� da yaln�zca y de§i³keninin bir fonksiyo-

nudur. Böylece farkl� de§i³kenlere ba§l� iki fonksiyonun birbirine e³it olmas�, her iki

fonksiyonun ayn� bir λ sabitine e³it olmas�yla mümkündür. O halde

1

X
f(x,Dx)X =

1

Y
g(y,Dy)Y = λ (1.43)
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ve buradan da

f(x,Dx)X − λX = 0; g(y,Dy)Y − λY = 0 (1.44)

elde edilir. Bu denklemler ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerdir. Bu denk-

lemlerin her ikisi de ayn� ay�rma sabiti ad�n� alan λ parametresine ba§l�d�r (Ça§l�yan

ve Çelebi, 2010).

�imdi, ileride çözece§imiz de§i³ken katsay�l� parabolik denkleme yard�mc� ol-

mas� için a³a§�daki parabolik denklem için s�n�r de§er problemini çözelim.

Örnek 1.45.

ut = a2uxx (0 < x < l, t > 0)

u(0, x) = ϕ(x) (0 < x < l)

u(t, 0) = 0 (t > 0)

u(t, l) = 0 (t > 0)

(1.45)

s�n�r de§er problemini ele alal�m. Burada problem �ziksel olarak, l uzunlu§unda,

yüzeyi yal�t�lm�³ ve uç noktalar�nda s�cakl�§� s�f�r olan türde³ bir çubuktaki �s� da-

§�l�m�n� verir. Burada ϕ(x) çubu§un ba³lang�ç s�cakl�§�n�; u(t, x) ise herhangi bir t

an�nda çubu§un x noktas�ndaki s�cakl�§�n� göstermektedir. Bu problemi de§i³kenlere

ay�rma yöntemi ile çözelim

Çözümü

u(t, x) = T (t)X(x) (1.46)

biçiminde arayal�m. Gerekli türevleri al�p ut ve uxx i denklemde yerlerine yazarsak

T ′X = a2TX ′′

veya λ bir sabit olmak üzere
T ′

a2T
=
X ′′

X
= −λ

bulunur. Buradan da
X ′′ + λX = 0

T ′ + λa2T = 0

adi diferansiyel denklemleri elde edilir. u(t, 0) = T (t)X(0) = 0 ve u(t, l) = T (t)X(l) =

0 s�n�r ko³ullar� key� t için s�ras�yla

X(0) = 0, X(l) = 0
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olmas�n� gerektirir. Böylece

X ′′ + λX = 0

X(0) = 0, X(l) = 0
(1.47)

olmak üzere Sturm-Liouville problemini elde ederiz. λ < 0 ve λ = 0 için s�f�rdan

farkl� çözüm yoktur. Bu problemin özde§er ve öz fonksiyonlar�n� s�ras�yla

λn = (
nπ

l
)2, (n = 1, 2, . . . )

Xn(x) = Bn sin
nπx

l

olur. Benzer ³ekilde

Tn(t) = Cne
−(nπ

l
)2a2t

olur. Böylece parabolik denklemin s�n�r ko³ullar�n� sa§layan çözümleri, An = BnCn

olmak üzere

un(t, x) = Tn(t)Xn(x) = Ane
−(nπ

l
)2a2t sin

nπx

l

olur. Ele al�nan denklem do§rusal oldu§undan süperpozisyon ilkesine göre

u(t, x) =
∞∑
n=1

Ane
−(nπ

l
)2a2t sin

nπx

l
(1.48)

elde edilen seri yak�nsak ve x e göre iki, t ye göre birkez türetilebilir olmak ko³uluyla

ele al�nan denklemi ve s�n�r ko³ullar�n� sa§lar. �imdi ba³lang�ç ko³ulu yard�m�yla An

katsay�lar�n� belirleyelim.

u(0, x) = ϕ(x) =
∞∑
n=1

An sin
nπx

l

son e³itlikten görülüyor ki ϕ(x) ba³lang�ç fonksiyonu, Fourier katsay�lar�

An =
2

l

∫ l

0

ϕ(x) sin
nπx

l
dx (= ϕn) (1.49)

olan Fourier sinüs serisine aç�labilmelidir. Böylece ele al�nan problemin biçimsel çö-

zümü (1.49) katsay�lar� ile belirli (1.48) e³itli§idir.

�imdi, e§er ϕ(x) fonksiyonu [0, l] aral�§�nda Dirichlet teoreminin ko³ullar�n� ve

ϕ(0) = ϕ(l) = 0 ko³ullar�n� sa§larsa bu biçimsel çözümün klasik anlamda çözümü

oldu§unu gösterelim.
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ϕ(x) s�n�rl� oldu§undan

|ϕn| =
2

l

∣∣∣∣∫ l

0

ϕ(x) sin
nπx

l
dx

∣∣∣∣ ≤ 2

l

∫ l

0

|ϕ(x)| dx ≤ C

elde edilir. Burada C, pozitif bir sabittir. Dolay�s�yla t ≥ t0 > 0 ko³ulunu sa§layan

t ler için ∣∣∣ϕne−(nπl )2a2t sin
nπx

l

∣∣∣ ≤ Ce−(
nπ
l
)2a2t0

O halde
∞∑
n=1

e−(
nπ
l
)2a2t0 serisi (1.48) serisinin s�n�rlayan�d�r. Bu durumda Weierstrass

ölçütüne göre (1.48) serisi, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ t0 bölgesinde düzgün yak�nsakt�r.

Düzgün yak�nsak sürekli bir fonksiyonun, limiti de sürekli oldu§undan (1.48) çözümü

0 ≤ x ≤ l, t ≥ t0 bölgesinde süreklidir. Burada u(t, x) in ba³lang�ç ko³ullar�n�

sa§lad�§� kolayca görülür. �imdi u(t, x) in 0 ≤ x ≤ l, t ≥ t0 bölgesinde denklemi

sa§lad�§�n� gösterelim. Bunun için (1.48) serisinin t ye göre bir kez x e göre iki kez

terim terim türevini al�p elde edilen serilerin de sözü edilen bölgede mutlak ve düzgün

yak�nsak oldu§unu göstermek gerekir. Bunlar s�ras�yla t ≥ t0 > 0 için∣∣∣∣ϕn (nπl )2 a2e−(nπl )2a2t sin
nπx

l

∣∣∣∣ ≤ Ca2
(nπ
l

)2
e−(

nπ
l
)2a2t0

ve ∣∣∣∣ϕn (nπl )2 e−(nπl )2a2t sin
nπx

l

∣∣∣∣ ≤ C
(nπ
l

)2
e−(

nπ
l
)2a2t0

e³itsizliklerinden ve Weierstrass ölçütünden görülür. Böylece

ut =
∞∑
n=1

An

(nπ
l

)2
a2e−(

nπ
l
)2a2t sin

nπx

l

uxx = −
∞∑
n=1

An

(nπ
l

)2
e−(

nπ
l
)2a2t sin

nπx

l

(1.50)

olup buradan

ut = a2uxx

elde edilir.
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2. YAPILAN ÇALI�MALAR

Bu çal�³mada önce

ut = a2
(
x2uxx + xux

)
(2.1)

olmak üzere türde³ denklem için (0.2) ve (0.3) ko³ullar� dahilinde kar�³�k problemin

çözümü

u(t, x) = T (t)X(x)

olmak üzere de§i³kenlere ay�rma yöntemi ile aranarak, X(x) bilinmeyeni için Sturm-

Liouville problemi elde edilmi³ ve bu problemin özde§erleri ve özfonksiyonlar� bu-

lunduktan sonra, (2.1), (0.2), (0.3) probleminin çözümü bulunmu³tur.

Daha sonra ise bulunan özfonksiyonlar�n yard�m�yla (0.1)-(0.4) probleminin

çözümü seri ³eklinde aranarak bulunmu³ ve ba³lang�ç verilerinin sa§lamas� gereken

ko³ullar belirlenmi³tir.

Ayr�ca ele al�nan problem için kaynak fonksiyonunun ³ekli belirlenmi³ ve bunun

yard�m�yla gerek türde³ problemin, gerekse de türde³ olmayan problemin çözüm

formülü bulunmu³tur. Her iki durum için somut örnekler verilmi³tir.
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3. BULGULAR

3.1. Euler Tipi Türde³ Parabolik Denklem �çin Kar�³�k Problemin

Çözümü

Bu bölümde D = {0 < t < T <∞, 1 < x < eπ}

ut = a2(x2uxx + xux) (3.1)

u(0, x) = ϕ(x), 1 ≤ x ≤ eπ (3.2)

u(t, 1) = u(t, eπ) = 0, t ≥ 0 (3.3)

olmak üzere kar�³�k problemin çözümünü ele alaca§�z. (Söz konusu problemde hem

ba³lang�ç hem de s�n�r ko³ullar� bulundu§undan, onu kar�³�k problem diye adland�-

raca§�z.) Ele al�nan problemin çözümünü

u(t, x) = T (t)X(x) (3.4)

olmak üzere de§i³kenlerine ay�rma yöntemi ile arayal�m. (sözkonusu yöntem Fourier

yöntemi olarak da adland�r�l�r.) T = T (t), X = X(x) bilinmeyenlerini belirlemek

için, ut = T ′(t)X(x), ux = T (t)X
′
(x) ve uxx = T (t)X

′′
(x), ifadelerini (3.1) de

yerlerine yaz�p, gerekli i³lemleri yapal�m.

T ′X = a2(x2TX ′′ + xTX ′),

T ′

a2T
=
x2X ′′ + xX ′

X
. (3.5)

(3.5) e³itli§inde sol taraf sadece t ye, sa§ taraf ise sadece x e ba§l� oldu§undan bu iki

oran sabit (−λ) olmal�d�r. Çünkü, sol tarafta t nin de§i³mesi sa§ taraf�; sa§ tarafta

ise x in de§i³mesi sol taraf� etkilemez.

T ′

a2T
=
x2X ′′ + xX ′

X
= −λ. (3.6)

Önce (3.6) dan

x2X ′′ + xX ′ + λX = 0 (3.7)

denklemini yazal�m. Görüldü§ü gibi (3.7) denklemi, X(x) bilinmeyenli ikinci merte-

beden Euler denklemidir. S�n�r ko³ullar�n� belirlemek için (3.4) ve (3.3) e³itliklerinden

faydalanal�m.
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T (t)X(1) = 0 , T (t)X(eπ) = 0 ⇒

X(1) = 0 , X(eπ) = 0.

Böylece X(x) bilinmeyenini belirlemek için

x2X ′′ + xX ′ + λX = 0

X(1) = X(eπ) = 0

 (3.8)

Sturm-Liouville problemi elde edilir.

(3.8) problemine s�f�rdan farkl� çözüm sa§layan λ say�lar�n� (yani özde§erlerini)

ve bunlara kar³�l�k gelen özfonksiyonlar�n varl�§�n� inceleyelim.

Görüldü§ü gibi, (3.7) Euler denkleminin özel çözümü

X(x) = xr (3.9)

³eklinde aranmal�d�r (r =?). Buradan X ′(x) = rxr−1, X ′′(x) = r(r−1)xr−2 bulup,

X(x), X ′(x), X ′′(x) ifadelerini denklemde yerlerine yazal�m.

r(r − 1)xr + rxr + λxr = 0

r2 − r + r + λ = 0

r2 + λ = 0. (3.10)

Böylece (3.7) denkleminin karekteristik denklemini (3.10) ³eklinde bulmu³ oluruz.

λ n�n i³aretlerine ba§l� olarak, (3.8) probleminin s�f�rdan farkl� çözümünün varl�§�n�

inceleyelim.

1. λ < 0 durumu: Bu durumda −λ > 0 olur. −λ = υ2 olarak kabul edildi§inde (3.10)

denkleminden

r2 = υ2 ⇒ r1,2 = ±υ

bulunur. Bunu (3.9) da dikkate al�rsak, özel çözümleri

X1(x) = xυ, X2(x) = x−υ

olarak buluruz ve (3.7) denkleminin genel çözümü

X(x) = C1x
υ + C2x

−υ
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olarak yaz�labilir. C1 ve C2 sabitlerini belirlemek için (3.8) probleminin s�n�r ko³ul-

lar�n� kullanal�m.

C1 + C2 = 0

C1e
πυ + C2e

−πυ = 0

⇒ C1 = C2 = 0⇒ X(x) ≡ 0

2. λ = 0 durumu: Bu durumda υ = 0 ve r1,2 = 0 olur. Bu yüzden de, özel çözümler

X1(x) = 1, X2(x) = ln x,

genel çözüm ise

X(x) = C1 + C2 lnx

olur. Buradan da, s�n�r ko³ullar�n� kullanarak

C1 + C2 ln 1 = 0

C1 + C2 ln eπ = 0

⇒ C1 = C2 = 0⇒ X(x) ≡ 0

buluruz. Demek ki, λ = 0 da da (3.8) probleminin s�f�rdan farkl� çözümü yoktur.

Ba³ka bir deyi³le, bu durum için de, söz konusu problemin özde§er ve özfonksiyonlar�

yoktur.

3. λ > 0 durumu: Bu durum için karekteristik denklemin çözümleri

r1,2 = ±i
√
λ

olarak bulunur. Bu durumda, x = elnx özde³li§ini kullan�rsa, çözümü

x±i
√
λ = elnx

±i
√
λ

= e±i
√
λ lnx = cos(

√
λ lnx)± i sin(

√
λ lnx)

³eklinde yazabiliriz. Karma³�k çözümün gerçel ve sanal k�s�mlar�n�n da çözüm oldu§u

dikkate al�nd�§�nda, buradan özel çözümleri

X1(x) = cos(
√
λ lnx), X2(x) = sin(

√
λ lnx)

olarak buluruz. Genel çözüm ise

X(x) = C1 cos(
√
λ lnx) + C2 sin(

√
λ lnx)

olur. S�n�r ko³ullar�n� kullan�rsak

C1 + C20 = 0

C1 cos(
√
λπ) + C2 sin(

√
λπ) = 0

 ⇒ C1 = 0, C2 sin(
√
λπ) = 0,
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elde ederiz.Son e³itlikte C2 = 0 olamaz (yine s�f�r çözüm elde edildi§inden). O halde

sin(
√
λπ) = 0⇒

√
λπ = kπ ⇒

√
λk = k, (k = 1,∞)

buluruz.

Böylece, (3.8) Sturm-Liouville probleminin özde§erleri λk = k2, (k = 1,∞)

olarak bulunur.

Bunlara kar³�l�k gelen özfonksiyonlar ise

Xk(x) = Ak sin k lnx, (k = 1,∞) (3.11)

olaca§� aç�kt�r. Burada Ck = Ak olarak kabul edilmi³tir.

(3.8) problemi

(xX ′(x))′ +
λ

x
X(x) = 0,

X(1) = X(eπ) = 0


³eklinde yaz�labildi§inden, genel teoriye göre (3.11) özfonksiyonlar� [1, eπ] aral�§�nda
1

x
a§�rl�kl� ortogonal sistem olu³turur ve

∫ eπ

1

sin2(k lnx)
dx

x
=

1

2

∫ eπ

1

(1− cos(2k lnx)) d lnx

=
1

2

(
lnx

eπ
1

− 1

2k
sin(2k lnx)

eπ
1

)
=
π

2

yani ∫ eπ

1

sin2(k lnx)
dx

x
=
π

2
(3.12)

e³itli§i do§rudur.

�imdi, bulunan özde§erleri kullanarak, (3.6) e³itliklerinden

T ′k(t)

a2Tk(t)
= −k2

yaz�p buradan da

dTk(t)

Tk(t)
= −a2k2dt ⇒ ln

Tk(t)

Bk

= −a2k2t,

sonuçta ise

Tk(t) = Bke
−a2k2t, (k = 1,∞) (3.13)
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buluruz. Xk(x) ve Tk(t) için bulunan ifadeleri (3.4) e³itli§inde yerlerine yazarsak,

(3.1) denkleminin (3.3) ko³ullar�n� sa§layan özel çözümlerini

uk(t, x) = Cke
−a2k2t sin k lnx, (k = 1,∞) (3.14)

olarak buluruz. Burada AkBk = Ck olarak kabul edilmi³tir.

uk(t, x) çözümlerine,(3.1),(3.3) s�n�r de§er probleminin özfonksiyonlar� da denir. (3.1)

denklemi do§rusal ve türde³ oldu§undan, (3.14) çözümlerinin toplam� da onun çö-

zümü olur.

u(t, x) =
∞∑
k=1

Cke
−a2k2t sin(k lnx). (3.15)

�imdi ba³lang�ç ko³ulu yard�m�yla Ck katsay�lar�n� belirleyelim. Bunun için (3.15)

da t = 0 al�p (3.2) ko³ulunu kullanal�m.

u(0, x) =
∞∑
k=1

Ck sin(k lnx) = ϕ(x) (3.16)

Son e³itlikten görülüyor ki, Ck lar, ϕ(x) fonksiyonunun [1, eπ] aral�§�nda {sin(k lnx)}

fonksiyonlar sistemi üzere Fourier katsay�lar�d�r (Ck = ϕk =
2

π

∫ eπ

1

ϕ(ξ)
1

ξ
sin(k ln ξ)dξ,

k = 1,∞). Böylece (3.1)-(3.3) probleminin biçimsel çözümü

u(t, x) =
∞∑
k=1

ϕke
−a2k2t sin(k lnx) (3.17)

olarak bulunmu³ olur.

ϕk ifadesini (3.17) de yaz�p, biçimsel olarak integral ile toplam i³aretlerinin

yerlerini de§i³tirirsek, aranan çözüm

u(t, x) =

∫ eπ

1

(
2

π

∞∑
k=1

e−k
2a2t1

ξ
sin(k ln ξ) sin(k lnx)

)
ϕ(ξ)dξ (3.18)

³eklini al�r. Burada

G(t, ξ, x) =
2

π

∞∑
k=1

e−k
2a2t1

ξ
sin(k ln ξ) sin(k lnx) (3.19)

olarak kabul edersek, problemin çözümünü

u(t, x) =

∫ eπ

1

G(t, ξ, x)ϕ(ξ)dξ (3.20)

³eklinde yazabiliriz. G(t, ξ, x) fonksiyonuna (3.1)-(3.3) probleminin kaynak fonksi-

yonu denir.
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{0 < t ≤ T, 1 ≤ x ≤ eπ} bölgesinde (3.19) e³itli§inin sa§ taraf�ndaki serinin ve

onun t ye göre bir, x e göre iki kere terim terim türetilmesinden elde edilen serilerin

düzgün yak�nsakl�§� d'Alembert ölçütünün yard�m�yla kolayl�kla görülebilir. Yani,

G(t, ξ, x) fonksiyonu ve onun Gt(t, ξ, x), Gx(t, ξ, x), Gxx(t, ξ, x) türevleri sözü edi-

len bölgede sürekli fonksiyonlard�r. Ba³ka bir deyi³le, (3.20) e³itli§i ile belirlenen

u(t, x) fonksiyonu ve onun ut, ux, uxx k�smi türevleri sözü edilen bölgede süreklidir-

ler ve u(t, x) fonksiyonu da (3.1) denklemini sa§lar (bu deneme yoluyla kolayl�kla

yap�labilir.)

Böylece, (3.1)-(3.3) problemi ile ilgili a³a§�daki teoremin do§rulu§u söylenebi-

lir.

Teorem 3.1. ϕ(x) fonksiyonu [1, eπ] aral�§�nda sürekli olup, parçal� türetilebilir

ve ϕ(1) = ϕ(eπ) = 0 uyum ko³ullar�n� sa§lad�§�nda (3.1)-(3.3) probleminin tek

çözümü var ve (3.20) e³itli§i ile belirlenir. Çözümün tekli§i problemin ³eklinden

görülmektedir.

Örnek 3.2.

ut = x2uxx + xux

u(0, x) = sin lnx, 1 ≤ x ≤ eπ

u(t, 1) = u(t, eπ) = 0, t ≥ 0

S�n�r-de§er problemini çözünüz.

# Verilerin, Teorem (3.1) in ko³ullar�n� sa§lad�§� aç�kt�r. Basitlik için problemi

(3.20) formülü yard�m�yla çözelim. ϕ(x) = sin lnx oldu§unu göz önünde bulun-

durarak G(t, ξ, x) kaynak fonksiyonunun yard�m�yla (3.20) formülündeki integrali

hesaplayal�m.

u(t, x) =

∫ eπ

1

G(t, ξ, x)ϕ(ξ)dξ =

∫ eπ

1

(
2

π

∞∑
k=1

e−k
2t1

ξ
sin(k ln ξ) sin(k lnx)

)
sin ln ξdξ

=
∞∑
k=1

(
2

π

∫ eπ

1

e−k
2t1

ξ
sin(k ln ξ) sin ln ξdξ

)
sin(k lnx).

Son e³itlikte parantez içinde olan ifade, {sin k lnx} fonksiyonlar sistemi [1, eπ] aral�-

§�nda
1

x
a§�rl�kl� ortogonal sistem olu³turdu§undan, k 6= 1 için s�f�ra, k = 1 için ise

1 e e³ittir (Örnek 1.8). Böylece ele al�nan problemin çözümü u(t, x) = e−t sin lnx

olarak bulunur. Çözümün denklemi sa§lad�§� kolayl�kla gösterilebilir. �
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3.2. Euler Tipi Türde³ Olmayan Parabolik Denklem �çin Kar�³�k

Problemin Çözümü

Bu bölümde D = {0 < t < T <∞, 1 < x < eπ} olmak üzere

ut − a2x(xux)x = f(t, x), 0 < t < T <∞, 1 < x < eπ (3.21)

U(0, x) = ϕ(x), 1 ≤ x ≤ eπ (3.22)

u(t, 1) = u(t, eπ) = 0, t ≥ 0 (3.23)

probleminin çözümünün varl�§�n�, tekli§ini ve diferansiyel özelliklerini inceleyece§iz.

Probleminin çözümünü, (3.8) Sturm-Liouville probleminin öz fonksiyonlar�

üzere de§i³ken katsay�l�

u(t, x) =
∞∑
k=1

uk(t) sin(k lnx) (3.24)

trigonometrik serisi ³eklinde arayal�m. Burada uk(t), (k = 1,∞) belirlenmesi ge-

reken bilinmeyen de§i³ken katsay�lard�r.

(3.24) e³itli§inde biçimsel olarak t ve x e göre türev alma yolu ile

ut =
∞∑
k=1

u′k(t) sin(k lnx)

ux =
∞∑
k=1

k

x
uk(t) cos(k lnx), xux =

∞∑
k=1

kuk(t) cos(k lnx)

(xux)x = −1

x

∞∑
k=1

k2uk(t) sin(k lnx), x(xux)x = −
∞∑
k=1

k2uk(t) sin(k lnx)

bulup, ut ve x(xux)x ifadelerini (3.21) de yerlerine yazal�m.

∞∑
k=1

u′k(t) sin(k lnx) + a2
∞∑
k=1

k2uk(t) sin(k lnx) = f(t, x). (3.25)

(3.25) e³itli§inin her iki taraf�n� 1
x

sin(n lnx) ile çarp�p, [1, eπ] aral�§�nda x e göre

integralini al�rsak

u′k(t) + a2k2uk(t) =
2

π

∫ eπ

1

f(t, x)
1

x
sin(k lnx)dx (k = 1,∞) (3.26)

sonsuz say�da, benzer olmak üzere, teklenmi³ denklemlerden olu³an birinci mertebe-

den diferenasiyel denklemler sistemini elde ederiz.
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Burada, 2
π

∫ eπ
1
f(t, x) 1

x
sin(k lnx)dx integralinin, f(t, x) fonksiyonunun t parametre-

sine ba§l� Fourier katsay�lar� oldu§u aç�kt�r.

fk(t) =
2

π

∫ eπ

1

f(t, x)
1

x
sin(k lnx)dx (k = 1,∞).

Bu nedenle (3.26) sistemi

u′k(t) + a2k2uk(t) = fk(t), (k = 1,∞)

³eklinde de yaz�labilir.

Görüldü§ü gibi (3.26) sisteminin herbir denklemi, türde³ olmayan birinci mer-

tebeden sabit katsay�l� do§rusal diferansiyel denklemdir (her somut k için) ve sabitin

de§i³tirilmesi yöntemiyle çözülebilir. Bunu yapmak için, önce denklemin

u′k(t) + a2k2uk(t) = 0

olmak üzere türde³ k�sm�n� çözelim.

duk(t)

uk(t)
= −a2k2dt⇒ uTk (t) = Cke

−a2k2t, (k = 1,∞)

�imdi çözümdeki Ck sabitlerini t ye ba§l� olarak dü³ünüp (Ck = Ck(t)), elde edilen

uk(t) = Ck(t)e
−a2k2t, (k = 1,∞) (3.27)

fonksiyonlar�ndaki Ck(t) leri, uk(t) lerin (3.26) denklemini sa§layaca§� ³ekilde seçe-

lim. Bunun için

u′k(t) = C ′k(t)e
−a2k2t − a2k2Ck(t)e−a

2k2t

bulup, uk(t) ve u′k(t) lerin ifadelerini sözkonusu denklemde yerlerine yaz�p gerekli

i³lemleri yapal�m.

e−a
2k2tC ′k(t)− e−a

2k2ta2k2Ck(t) + e−a
2k2ta2k2Ck(t) = fk(t),

C ′k(t) =fk(t)e
a2k2t,

dCk(t) =fk(t)e
a2k2tdt.

Her iki taraf�n, [0, t] aral�§�nda integralini al�rsak

Ck(t) =

∫ t

0

fk(τ)ea
2k2τdτ + C0

k (3.28)
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olur. Burada Ck(0) = C0
k kabul edilmi³tir.

(3.28) ifadesini (3.27) e³itli§inde dikkate al�rsak

uk(t) =

[∫ t

0

fk(τ)ea
2k2τdτ + C0

k

]
e−a

2k2t (3.29)

olur. Öte yandan, (3.22) ko³ulu (3.24) te dikkate al�nd�§�nda, uk(0) = ϕk, (k =

1,∞) elde edilir. Bunu (3.29) da dikkate ald�§�m�zda C0
k = ϕk, (k = 1,∞) olur.

Yani

uk(t) =

[∫ t

0

fk(τ)ea
2k2τdτ + ϕk

]
e−a

2k2t

veya

uk(t) =

∫ t

0

fk(τ)e−a
2k2(t−τ)dτ + ϕke

−a2k2t, (k = 1,∞) (3.30)

bulunur. uk(t) leri (3.24) te yerlerine yazarsak aranan çözümü biçimsel olarak

u(t, x) =
∞∑
k=1

ϕke
−a2k2t sin(k lnx) +

∞∑
k=1

(∫ t

0

fk(τ)e−a
2k2(t−τ)dτ sin(k lnx)

)
(3.31)

³eklinde buluruz.

(3.31) formülünü a³a§�daki gibi dönü³türelim.

u(t, x) =
2

π

∞∑
k=1

e−a
2k2t

∫ eπ

1

ϕ(ξ)
1

ξ
sin(k ln ξ)dξ sin(k lnx)+

2

π

∞∑
k=1

(∫ t

0

∫ eπ

1

f(τ, ξ)
1

ξ
e−a

2k2(t−τ) sin(k ln ξ)dξdτ

)
sin(k lnx)⇒

u(t, x) =

∫ eπ

1

2

π

∞∑
k=1

e−a
2k2t1

ξ
sin(k ln ξ) sin(k lnx)ϕ(ξ)dξ+

∫ t

0

∫ eπ

1

(
2

π

∞∑
k=1

e−a
2k2(t−τ)1

ξ
sin(k ln ξ) sin(k lnx)

)
f(τ, ξ)dξdτ.

Son e³itlikte

G(t, ξ, x) =
2

π

∞∑
k=1

e−a
2k2t1

ξ
sin(k ln ξ) sin(k lnx)

ve

G(t− τ, ξ, x) =
2

π

∞∑
k=1

e−a
2k2(t−τ)1

ξ
sin(k ln ξ) sin(k lnx)

denirse

u(t, x) =

∫ eπ

1

G(t, ξ, x)ϕ(ξ)dξ +

∫ t

0

∫ eπ

1

G(t− τ, ξ, x)f(τ, ξ)dξdτ (3.32)

elde edilir.
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Böylece (3.21)-(3.23) problemi ile ilgili a³a§�daki teoremin do§rulu§u söylene-

bilir.

Teorem 3.3. ϕ(x), [1, eπ] aral�§�nda sürekli, parçal� türetilebilir olup, ϕ(1) = ϕ(eπ) =

0 uyum ko³ullar�n�, f(t, x) ise [0, T ] × [1, eπ] bölgesinde sürekli, her t ∈ [0, T ] için

x e göre parçal� türetilebilir ise (3.21)-(3.23) probleminin tek çözümü var ve (3.32)

formülü ile belirlenir.

Örnek 3.4.

ut − x(xux)x = t sin lnx

u(0, x) = sin lnx, 1 ≤ x ≤ eπ

u(t, 1) = u(t, eπ) = 0, t ≥ 0

problemini çözünüz.

# Verilerin, Teorem (3.1) in ko³ullar�n� sa§lad�§� aç�kt�r. Basitlik için problemi

(3.32) formülü yard�m�yla çözelim. Türde³ k�sm� Örnek (3.2) de çözmü³ ve e−t sin lnx

olarak bulmu³tuk. �imdi f(t, x) = t sin lnx oldu§unu göz önünde bulundurarak,

G(t − τ, ξ, x) kaynak fonksiyonunun yard�m�yla (3.32) formülündeki ikinci integrali

hesaplayal�m.∫ t

0

∫ eπ

1

G(t− τ, ξ, x)f(τ, ξ)dξdτ =∫ t

0

∫ eπ

1

(
2

π

∞∑
k=1

e−k
2(t−τ)1

ξ
sin(k ln ξ) sin(k lnx)

)
τ sin lnxdξdτ =

∫ t

0

τ
∞∑
k=1

(
2

π

∫ eπ

1

sin(k ln ξ) sin ln ξ
1

ξ
dξ

)
e−k

2(t−τ) sin(k lnx)dτ

E³itli§in son taraf�ndaki parantez içinde olan ifade, {sin k lnx} fonksiyonlar sistemi

[1, eπ] aral�§�nda
1

x
a§�rl�kl� ortogonal sistem olu³turdu§undan, k 6= 1 için s�f�ra,

k = 1 için ise 1 e e³ittir (Örnek 1.8). Yani∫ t

0

∫ eπ

1

G(t− τ, ξ, x)f(τ, ξ)dξdτ =

∫ t

0

τe−(t−τ) sin lnxdτ

olur. Burada
∫ t

0

τe−(t−τ)dτ = (e−t + t− 1) oldu§unu dikkate al�rsak aranan çözümü

u(t, x) = (2e−t + t− 1) sin lnx
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olarak buluruz.

�imdi aç�kl�k için bulunan çözümün problemi sa§lad�§�n� gösterelim: u(0, x) =

sin lnx oldu§u çözümden aç�kt�r. Yani ba³lang�ç ko³ulu sa§lan�r. u(t, 1) = u(t, eπ) =

0 oldu§u da çözümün ³eklinden görülmektedir. Yani s�n�r ko³ullar� da sa§lan�r. Çö-

zümün

ut = (−2e−t + 1) sin ln x

ux = (2e−t + t− 1)
1

x
cos lnx, xux = (2e−t + t− 1) cos lnx

(xux)x = −(2e−t + t− 1)
1

x
sin lnx, x(xux)x = −(2e−t + t− 1) sin lnx,

türevlerini yaz�p buradan da

ut − x(xux)x = (−2e−t + 1 + 2e−t + t− 1) sin lnx = t sin lnx

yani ut − x(xux)x = t sin lnx oldu§unu buluruz. Demek ki bulunan u(t, x) çözümü,

ele al�nan problemin tek çözümüdür. �
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4. TARTI�MA ve SONUÇ

ϕ(x) fonksiyonu [1, eπ] aral�§�nda sürekli olup, parçal� türetilebilir ve ϕ(1) =

ϕ(eπ) = 0 uyum ko³ullar�n� sa§lad�§�nda türde³ (3.1)-(3.3) probleminin tek çözümü

var ve (3.20) e³itli§i ile belirlenir. Bu problem için kaynak fonksiyon

G(t, ξ, x) =
2

π

∞∑
k=1

e−a
2k2t1

ξ
sin(k ln ξ) sin(k lnx)

e³itli§i ile verilir.

ϕ(x), [1, eπ] aral�§�nda sürekli, parçal� türetilebilir olup, ϕ(1) = ϕ(eπ) = 0

uyum ko³ullar�n�, f(t, x) ise [0, T ] × [1, eπ] bölgesinde sürekli, her t ∈ [0, T ] için x

e göre parçal� türetilebilir ise türde³ olmayan (3.21)-(3.23) probleminin tek çözümü

var ve (3.32) formülü ile belirlenir. Bu problem için kaynak fonksiyon

G(t− τ, ξ, x) =
2

π

∞∑
k=1

e−a
2k2(t−τ)1

ξ
sin(k ln ξ) sin(k lnx)

e³itli§i ile verilir.
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5. ÖNER�LER

Bu çal�³mada de§i³ken katsay�l� bir s�n�f parabolik denklem için kar�³�k proble-

min Fourier yöntemi ile çözümü bulunmu³tur. Çal�³mada s�n�r ko³ullar� türde³ olarak

kabul edilmi³tir. Bu çal�³maya dayanarak s�n�r ko³ullar� türde³ olmayan problem için

de problemin çözümü bulunur, gerek türde³ gerek türde³ olmayan denklem, her iki

problem içinde kaynak fonksiyonunun ³ekli belirlenebilir. Ayr�ca yar� do§rusal denk-

lem için de benzer s�n�r ko³ullar� dahilinde problemin çözümü bulunabilir.
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