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OZET

UCGENSEL NORMLAR VE KAPANIS OPERATORLERI

Emre ALTAY

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damismani: Dr. Ogr. Uyesi M. Akif INCE

Bu c¢alismada, keyfi bir siirli kafes iizerinde t —normlarm varligi bilgisine dayanarak, kafes
iizerindeki bir t —norm ve kafesin {ist elemanini igceren bir alt kiimesinin yardimiyla t —kapanis
operatdrleri tammlanir. t —kapanis operatdrlerini kullanarak iki denklik bagimtis1 tanimlanir. Tlki
bir sinirl kafes {izerindeki tim t —normlarin kiimesi tizerindedir. Bu bagintiya gore énemli bir
sinif elde edilir. ikinci olarak verilen tiim denklik bagintilarinin kiimesi iizerinde bir kismi sira
tanmimlanir. Son olarak L ile ifade edilen bir kiime tanimlanir ve bu kiimeyi kullanarak, L’nin

hangi kosullar altinda L. ar Ye gomiilebilecegi arastirilir.

2019, 32 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Kapanis Operatorii, Uggensel Norm, Smirli Kafes.
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ABSTRACT

TRIANGULAR NORMS AND CLOSURE OPERATORS

Emre ALTAY

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Asst. Prof. M. Akif INCE

In this study, based on the knowledge of the existence of t —norms on an arbitrary given bounded
lattice, we introduce t —closure operators with the help of a t —norm on the lattice and a subset
of the lattice including the top element. We define two equivalence relations by using t —closure
operators. The first one is on the set of all ¢ —norms on a bounded lattice. An important class is
obtained according to this relation. We define a partially order on the set of all equivalent relations
given as secondly. Lastly, we define a set, denoted by L*, and by using this set, we investigate

under which conditions L can be embedded into L¢, . .
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Kapanis operatorleri matematigin pek ¢ok alanini etkilemistir ve ¢ok c¢esitli yapilarda
incelenmistir (kafesler izerinde, topolojik uzaylar {izerinde, bulanik kiimeler tizerinde, graflar
tizerinde, kategorileri igerisinde vs.). Bu anlamda, kapanis operatorleri sadece teorik anlamda
caligilan soyut bir kavram degil, ayn1 zamanda ¢esitli alanlarda, ¢ok sayida uygulamasi olan

onemli dontistimlerdir (Even ve Gran, 2016; Pang, 2018; Slapal, 2017).

Schweizer ve Sklar tiggensel normlar1 (veya kisaca t —normlar1) olasiliksal metrik
uzaylar gergevesinde ortaya koymustur (Schweizer, 1983) ve tanimlari, Menger tarafindan
metrik uzaylarin tamimlarindaki liggen esitsizligini olasiliksal metrik uzaylara dogru
genisletmek amaciyla kullanilan bir fikre dayanir. Devam eden siirecte, t —normlarm ¢ok
degerli mantiklardaki kesisimin yorumlamalar1 olduklar1 ortaya konmustur ve [0,1] birim
reel araliginda tanimlanan t —normlarla ilgili birgok ¢alisma yaymlanmistir (De Beats, 1999;
Karagal, 2005). Daha sonra, bulanik kiimeler ve bulanik mantiklar ¢ergevesinde, birim reel
araligin yerini daha genel bir yap1 olan sinirli kafesler almistir (De Beats, 1999; Karagal,
2005).

Bu ¢alismada, keyfi bir smirli kafes tizerinde t —normlarin varhgi kullanilarak, L smirl
kafesi tizerindeki bazi kapanis operatérleri arastirilmis, ki bunlar da L tizerinde bir t —norm T
ve kafesin en biiylik elemanini igeren bir A S L alt kiimesi yardimiyla insa edilmistir. Bu
kapanis operatorlerine (C,r ile ifade edilir) “t —kapamis operatorleri” denir. Calisma su
sekilde diizenlenmistir: Boliim 2.1’de, t —kapanis operatorleri tanitilmis ve bazi 6zellikleri
arastirilirmustir. Bazi 6nemli ¢ —kapanis operatorlerine gore (Cy 7, Ve Cyr, ), L'nin kapali alt
kiimeleri belirlenmistir. Bolim 2.2°de, t —kapanis operatorleri kullanarak L sinirh kafesi
tizerindeki t —normlar smufi lizerinde, ~, denklik bagmtis1 tanimlanms ve iki siirekli
t —normun ~, denklik bagmntisma gore [0,1] birim reel aralik {izerinde denk oldugu
kanitlanmugtir. Bolim 2.3°de, t —kapanig operatorleri yardimyla elde edilen ve © 4 1 ile
gosterilen bir diger denklik bagintis1 tammlanmis; Eqro(L) = {0 4, r|4; S L, 1 € A;
veT (A;,A;) € A;} (T, L tzerindeki keyfi ama sabit bir t —normdur). Ek olarak, E q (L)
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tizerinde bir kismi siralama tamtilmustir. Boliim 2.4°de, L* ile ifade edilen ve C,r({x})(x €
L) alt kiimelerini iceren bir kiime tanimlanmustir. L {izerinde tanimlanan T ’nin siirekli olmas1

durumunda L = [0,1]’in, Ly igine gomiilebilecegi gosterilirmistir.

1.2. Kismen Sirah Kiimeler

Bu boliimiin hazirlanmasida Birkhoff G, 1976 kaynagindan faydalanilmistir.

1.2.1. Tamim P bir kiime ve <, P lizerinde bir bagint1 olsun. Her x,y,z € P i¢in

Pl: x < x (Yansima)
P2:x<yvey<xisex=y (Ters Simetri)
Pl:x<yvey<zisex< z (Gegisme)

sartlar1 saglanirsa, < bagintisina P iizerinde bir siralama (veya kismen siralama)
bagmtist denir. Uzerinde bir < siralama bagimntis1 mevcut olan P kiimesine sirali kiime

(veya kismen sirali kiime) denir ve (P, <) ikilisi ile gosterilir.

Egerx < yvex # yise x <y yaziir ve ‘x, y de 6z olarak icerilir’ olarak ifade
edilir. x <y bagintis1 y = x olarak da yazilir ve ‘y, x de icerilir’ olarak ifade edilir.

Benzer sekilde x < y, y > x olarak da yazilir.

1.2.1. Uyan (P, <) kismen siral1 bir kiime olsun. Bir a € P elemani her x € P i¢in a <
x kosulunu saglayacak sekilde mevcutsa bu elemanin tek oldugu aciktir. Boylece bir

eleman (eger mevcutsa) 0 ile gosterilir ve P’nin en kiiciik elemani olarak adlandirilir.

Bir b € Pelemaniherx € Piginx < bkosulunu saglayacak sekilde mevcutsa 1
ile gosterilir ve P’ nin en biiyiik elemani olarak adlandirilir. Boyle bir eleman mevcutsa

tek oldugu aciktir.

Eger 0 ve 1 elemanlar1 mevcutsa, her x € Pigin 0 < x < 1oldugundan0ve 1’e

evrensel siirlar denir.



1.2.2. Tammm (P, <) kismen siral1 bir kiime olsun. Her x,y € Picinx < yveyay < x

ise (P, <) kismen sirali kiimesine tam sirali kiime veya zincir denir.

1.2.3. Tamm (P, <) ve (Q, <,) iki kismen sirali kiime olsun. 8: P - Q ddniisiimiine

stra korur doniisiim veya izoton denir: & V x,y € P igin,

x <; yise 8(x) <, 6(y).

(P, <) ve (Q,<,) kismen sirali kiimelerine izomorftur denir: &V x,y € P
i¢in;

0(x)<; 0(y) & x <y y

saglayacak sekilde birebir ve drten bir : P — Q doniisiimii mevcuttur. (P, <;) ve

(Q, <,) kismen sirali kiimeleri izomorf ise bu durum P = Q ile gdsterilir.

(P, <) kismen siral1 kiimesinden kendisine tanimlanan bir izomorfiye bir otomorfi

denir.

1.2.4. Tamm (P, <;) ve (Q, <,) iki kismi sirali kiime olsun. Bir 8: P — Q fonksiyonuna

ters sira korur veya antiton denir:< x,y € P igin,

[x <1 yise 8(y) <, 0(x)] ve [6(x) <, 0(y) ise y <; «]

gerektirmeleri saglanir. 8 antiton, 1 — 1 ve 6rten bir doniisiim ise 8 doniisiimiine dual

izomorfi denir.

1.2.5. Tammm (P, <) kismen sirali bir kiime, X © P ve a € X olsun. Eger her x € X
icin a < x ise a elemanma X kiimesnin en kii¢iik elemanidir denir ve ekeX ile

gosterilir. X kiimesinin en biiylik eleman1 dual olarak tanimlanir ve ebeX ile gosterilir.

a € X olsun. Eger x < aolacak sekilde x € X mevcut degil ise a elemanina
X kiimesinin bir minimal eleman1 denir. X kiimesinde maksimal eleman dual olarak

tanimlanir.



En kiiciik eleman bir minimal eleman ve en biiyilk eleman da bir maksimal

elemandir. Ancak tersinin dogru olmasi gerekmez.

1.2.6. Tamim (P, <) kismen siral bir kiime ve X S P olsun.

i) a€Pveherxe€ X icin x < a ise a elemanma X kiimesinin bir {ist
smir1 denir. X kiimesinin {ist sinirlarmin kiimesi X ile gosterilir. X in her bir c {ist smir1
icin a < c ise, a elemanina X kiimesinin en kii¢iik iist sinir1 veya supremumu denir.
a = supX veyaa = VX ile gosterilir.

ii) be Pveherxe€ X icin b < x ise b elemanina X kiimesinin bir alt
sinirt denir. X kiimesinin alt siirlarinin kiimesi X ile gosterilir. X’in her bir d alt smir1
icind < b ise, b elemanma X kiimesinin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu denir. b =

infX veyab = A\X ile gosterilir.

1.3. Kafesler

Bu boliimiin hazirlanmasinda Birkhoft G, 1976 kaynagindan faydalanilmistir.

1.3.1. Tamm (P, <) bir kismen srrali kiime olsun. Her x,y € P i¢in sup{x,y} ve

inf{x,y} mevcut ise P ye kafes denir.

P kafesinde x,y €P i¢cin xVy:=sup{x,y} ve xAy:=inf{x,y} ile
gosterilir.
Eger (P,<) bir kafes ise vV ve A islemleri P lizerinde ikili islemlerdir. Dolayisiyla (P,V

,A\) bir cebirsel yapidir.

1.3.2. Tammm Bir L kafesine tam kafes denir: < L nin her X alt kiimesi L de bir en
kiiclik Uist smira ve bir en biiyilik alt sinira sahiptir, yani her X € L alt kiimesi i¢in

supX ve infX, L de mevcuttur.

Ozel olarak 1.1.3.Tanim’da X = L alindiginda bostan farkli her tam kafesin
en kii¢lik elemaninm ve en biiyiik elemaninin mevcut oldugu goriiliir. Bu nedenle her

tam kafes simirlidir. Her sonlu kafes tam kafestir. Keyfi bir zincir kafestir.
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1.3.3. Tamum L bir kafes ve X € L olsun. X alt kimesine L kafesinin bir alt kafesidir

denirr< Hera,b € XiginaA b € XveaVv b € Xdir.

Bos kiime ve bir elemanly, alt kiimeleri bir kafesin alt kafesleridir. Daha genel
olarak, (L, <) birkafesvea,b € Licin a < bisela,b] = {x € L|a < x < b}ile

tanimlanan [a, b] kapah aralig1 bir alt kafestir.

1.3.4. Tammm (P, <;) ve (Q, <) iki kismen siral1 kiime olsun. P ve Q kismen sirali
kiimelerinin P X Q = {(x,y) | x € P,y € Q} seklinde tanimlanan P X Q kartezyen

carpim kiimesi her x,,x, € Pve y;,y, € Q i¢in,
(x1,y1) < (0, y2) © x1 <1 xpvey; <; ¥,

bagintis1 altinda kismen siral bir kiimedir. Bu (P X Q, <) kismen siral1 kiimesine P ve Q

kismen siral1 kiimelerinin direkt ¢carpim kiimesi denir.

1.3.1. Teorem L ve M iki kafes olsun. L x M direkt ¢arpimi da yine bir kafestir.

Burada (xq,y1), (x5,¥,) €L X M igin;

(1, ¥1) V(xg, y2)=(x1 V X5, V1 V ¥3)
(21, ¥1) ACxg, ¥2)=(x1 Axp, 1 Ayy) dir.

Bir kafeste A ve v ikili islemleri onemli cebirsel 6zelliklere sahiptir.

1.3.1. Lemma P bir kismen siral1 kiime olsun. Infimum ve supremum islemleri (eger

mevcutsa) her x,y,z € P igin asagidaki 6zelliklere sahiptir:

Ll: xAx=x, xVx=x, (Idempotent)
L2:xAy=yAx, xVy=yVx, (Komiitatif)
L3: Ay Az=xA(yAz), xVy)Vvz=xV(yVz), (Birlesme)
L4: xA(xVvy)=xV(xAy)=x. (Yok etme)

Ustelik x < yifadesix A y = xvexV y = y sartlarmin her birine denktir.
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1.3.2. Lemma P, 0 en kiigiik elemanina sahip bir kismen sirali kiime ise her x € P igin
OAx=0ve0Vx=x dir.

Dual olarak P, 1 evrensel iist sinirina sahip iseher x € Picinx A1l =xvex V1 =
1 dir.

1.3.3. Lemma Herhangi bir kafeste infimum ve supremum islemleri siray1 korur, yani

bir L kafesinde x,y,z € L igin

y<zise xAy<xAzve xVy<xVz saglanir.

1.3.4. Lemma L bir kafes olsun. Her x,y, z € L i¢in

xA(yVvz)=(xAy)V(xAz)
xViyAz) <(xVy)A(xVz)

esitsizlikleri saglanir.

1.3.5. Lemma L bir kafes olsun. Her x, y, z € L i¢in modiiler esitsizlik olarak bilinen

x<zisexV(yAz) <(xVy)Az esitsizligi saglanir.
1.3.2. Teorem (L, <,A,V) bir kafestir & Ave vikili islemleri L1 — L4 6zelliklerini saglar.

1.3.3. Teorem Keyfi bir L kafesinde asagidaki ifadeler denktir:

L5 xA(yvz)=((xAy)V(xA2)Vx,y,z€L,
L5".xv(yAz)=((xVY)A(xV2)Vx,y,z€L

1.35. Tamm Bir kafese dagilmali kafes denir:< L5 ozellizi (denk olarak L5 )
saglanir.
1.3.6. Tamim L bir kafes olsun. L kafesine modiiler kafes denir: < Herx,y,z € L igin

L6.x < zisexV(yAz)=(xVy)Az saglanm.
6



1.3.7. Tamm L sinirli bir kafes ve x,y € L olsun. y elemanmma x elemaninmn
komplementi denir< xAy=0 ve xvy=1 dir. Bu durumda x elemaninin

komplementi y = x' ile gosterilir.

Eger bir kafesin her elemanmin komplementi mevcut ise bdyle kafeslere

komplementli kafes denir.

1.3.8. Tammm x € L elemanma bir atom denir : & x, L\{0} kiimesinin bir minimal

elemanidir.

(L,<,0,1) smirh kafes ve a,b € L olsun, eger a ve b kiyaslanamaz ise a |l b

notasyonu ile gosterilir.

1.3.9. Tammm x € L elemanma bir koatom denir : & x, L\{1} kiimesinin bir maksimal

elemanidir.

1.3.10. Tanim L simirh kafes olsun. L kafesine Boole kafesi denir: < L dagilmali ve

komplementli bir kafestir.

1.3.4. Teorem L bir Boole kafesi olsun. Her x € L elemanmin bir tek x’ komplementi

mevcuttur. Ustelik her x, y € Ligin

L7. xAx' =0vexvx' =1,
L8. (x")' = «x,

L9. (xAy) =x"vy ve (xvy) =x" Ay

ozellikleri saglanir.

1.3.11. Tanim (Burris vd.,1981) Bir L, kafesi, L, kafesi i¢ine gomiilebilirdir denir: &
L,‘nin, L, ‘e izomorf bir alt kafesi mevcuttur. Bu durumda L,, L;’in bir kopyasini alt

kafes olarak icerir de denilebilir.

1.3.12. Tammm (Birkhoff G.,1976) Bir L cebirsel sistemi {izerindeki bir kongriians

bagintisi, L {izerinde onun ikili iglemi i¢in yerine koyma 6zelligini saglayan bir 6 denklik
7



bagmtisidir. Eger L bir v —yar1 kafes ise bu su anlama gelir :

(a,b) € Bise herx € Ligin (aVx,bVx)EB®.

Bir kafeste, bu kosulun duali de dogrudur.

1.4. Ucgensel Normlar

Bu boliimiin hazirlanmasmda Klement E. vd., 2000 kaynagindan faydalanilmistir.

1.4.1. Tammm L smirh kafes olsun. T: L? — L fonksiyonuna bir iiggensel norm (kisaca t-

norm) denir : &

T1: Her x,y,z€ L, T(x,T(y,z)) = T(T(x,y), z). (birlesme)
T2: Her x,y € L, T(x,y) = T(y,x); (degisme)
T3: Her x,y,z€L, x<y = T(x,z) < T(y,z); (monotonluk)
T4: Herx €L, T(x,1) = «x. (notral eleman)

1.4.1. Ornek [0,1] birim reel aralik {izerindeki bazi1 6zel t —normlar;

o Ty (x,y) = min(x,y)
o Tp(x,y) =x.y
. T, (x,y) = max(x +y — 1,0)

0 (x,y) € [0,1[?

* ol y) = { min(x, y) AT

1.4.1. Onerme [0,1] birim reel aralik iizerindeki Ty, Tp,T;,Tp t —normlarin
siralanisi asagidaki gibidir:

Ty < T, < Tp < Ty
1.4.2. Ornek Ty ve T, t —normlari herhangi bir (L,<,0,1) smurh kafesi iizerinde

sirastyla agagidaki sekilde degisir:

T, T,: L> — Lolmak iizere;



T\(x,y) =xAy

y, x=1
T,(x,y) = {x, y=1 drr.
0, A.T.

1.4.3. Ornek Asagida verilen Ty, T,: [0,1]? — [0,1] fonksiyonlar1 birer ¢ —normdur:

0 min(x, )Sl ve x,y+1
Ty(x,y) = { , Y=z Y
min(x,y) A.T.
1
0 xy<- ve x,y¥1
TZ(-XI }’) = { y 2 y
xy A.T.

1.4.2. Tamm Bir F:[0,1]?> - [0,1] fonksiyonu siireklidir. : & Her yakmsak (x,)nen

 Onlnen € [0,1]" dizileri igin F (lim x,, lim y,) = lim F(xy,y,) dir.

|
n—->0o
1.4.2. Onerme Ty, Tp, T;, temel t —normlari siirekli ancak T}, siireksizdir.

1.4.4. Ornek 1.4.3 Ornekte verilen T; ve T, t —normlar siirekli degildir.
Gergekten,

(x,) = (g + L) () = (% + ﬁ) € [0,1]N dizileri iin;

n+2

1 1 1 1 1 1 1
lim T, (x =limmin(—+——+—)=lim(—+—)=—
N0 1( n:yn) N—00 2 n+2’2 n+2 n-oo \2 n+2 2

Ote yandan, T, (%l_{glo xn,%i_r)glo yn) =T G,%) =0 dir. Boylece T; t —normu siirekli

olamaz.

1
n+2

), (by) = (% +——) € [0,1]" dizileri igin;

n+2

(an) = (% +

: L 1 1\2 1
Jim Taan ba) = Jim (5+255) =3
» . . 11 e 4wt
Ote yandan, T, (llm a,, lim bn) =T, (ﬁ'\/_i) = 0 olup T, t- normu siirekli degildir.

n—oo n—-oo

1.4.3. Tammm L bir smirh kafes olsun. S: L? — L fonksiyonuna bir iiggensel conorm

(kisaca t -conorm) denir : &



S1: Herx,y,z€ L,S(x,S(y,2)) =5(0S(x,y),2) (birlesme)

S2: Herx,y€L,S(x,y)=5(,x) (degisme)
S3: Herx,y,z€lL,y<z= S(,y) <S(x,z) (monotonluk)
S4: Herx€l, S(x,0) =x (notral eleman)

1.4.5. Ornek [0,1] birim reel aralik iizerindeki baz1 6zel t —conormlar;

Su(x,y) = max(x,y)
o Sp(x,y) =x+y—xy
° S, (x,y) = min(x+ y,1)

1 , (x,y) €]0,1[2

* Sp(x,y) = { max(x,y) , AT

1.4.6. Ornek S,, ve Sp, t-normlar1 herhangi bir (L, < ,0,1) smirh kafesi iizerinde sirasiyla

asagidaki sekilde degisir:

Sv,Sy: L? — Lolmak iizere;

Sy(x,y)=xVy
y, x=0
Sy(x,y)=4x, y=0 dr
1, A.T.

1.4.4. Tammm Bir L siirli kafesi Uizerindeki T, t —normuna béliinebilirdir denir :

x < yolan her x,y € L i¢in, 6yle ki x = T (y, z) olacak sekilde bir z € L vardr.

1.5. Kapanis Operatorleri

Bu boliimiin hazirlanmasinda Burris vd., 1981 isimli kaynaktan faydalanilmigtir.

1.5.1. Tanmmm L herhangi bir kiime olsun. C: (L) = (L) doniisiimiine bir kapanis

operatorii denir: & Her X,Y € L igin,

Cl: X cCX) (kapsama)
10



C2: C(C(X)) =CX) (idempotent)
C3: X € Y sunu belirtir C(X) € C(Y) (izoton)

Burada, (L), L’nin tiim alt kiimelerinin kiimesini ifade eder.

1.5.2. Tamim L’nin X alt kiimesine(C’ye gore) kapali denir: & C(X) = X. L’nin tim
kapali alt kiimlerinin kiimesi kapsama bagintisina gore bir kismen sirali kiimedir. Bu

kismen siralt kiime L ile gosterilir.

1.5.1. Teorem C, A kiimesi iizerindeki bir kapanis operatorii olsun. Bu durumda

L. asagidaki infimum ve supremum ile bir tam kafestir:

N\ ey =(ewmn

i€l i€l

\/ C(A) =C <U Al-).

i€l i€l

ve

1.5.3. Tammm L kiimesi tlizerindeki bir C kapanig operatoriine bir cebirsel kapanig

operatorii denir: &

C4:HerX C Licin C(X) = U{C(Y):Y € X ve Y sonlu}.

11



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu béliimiin hazirlanmasinda ince vd., 2019 isimli kaynaktan faydalanilmistir.

2.1. Siirh Kafesler ve [0, 1] Birim Reel Aralik Uzerindeki T —kapams Operatorleri

2.1.1. Teorem (L, <,0,1) bir sinirli kafes, A € L, 1 € A ve T, L lizerinde bir t —norm

olsun, dyle ki her x,y € A i¢cin T(x,y) € A. Butaktirde, C47: (L) — §(L)

CA,T(X) =T(X,A)

fonksiyonu; L {izerinde bir kapanis operatoriidiir.

Ispat: X € go(L) olsun. Her x € X i¢in, T’nin L iizerinde bir t —normve 1 € A
Olusu kullanilirsa;

x =T(x,1) € T(X,A) = Cyr(X).

Yani X € C47(X) ve Cl saglanir. C2’yi kanitlamadan dnce, ihtiyag olan bir bagka
esitlik gosterilsin. Herhangi bir a € A i¢in, a = T(a, 1) € T(4, A) oldugundan dolayi,
A S T(A,A) elde edilir. Tersine, T(A4,A) € A dir, ¢iinkii hipoteze gore her X,y € A i¢in
T(x,y) €A dir. Bu yiizden, T(A,A) = A sonucu elde edilir. Eger bu esitlik ve

t —normlarin birlesmeliligi kullanilirsa;

Car(Car (X)) = Cur(T(X,A)) = T(T(X,A),A) =T(X,T(A,4)) =T(X,A)
= CA,T(X)

Esitligi elde edilir. C3 i¢in, X,Y € go(L) ve X S Y olsun. Buradan, her T(x,a) €
T(X, A) icin, T(x,a) € T(Y, A) olur.
Bu durumda,
Car(X) = T(X,A) S T(Y,A) = Cur(Y).

Yani, C3 de saglanr.

12



Bdylece, C4 r’nin L tizerinde bir kapanis operatorii oldugu gosterilmis olur.

2.1.1. Uyan  Not edilmelidir ki, C,7’nin bir kapanis operatdrii olmasi igin,
2.1.1.Teorem’de A4, L’nin alt kafesi olmak zorunda degildir. Bunu gérmek i¢in, asagidaki

ornek incelensin.

2.1.1. Ornek Asagida diyagrami verilen, ii¢ elemanli bir M = {a, b, ¢} kiimesinin tiim alt

kiimelerinin kafesi olan L = (o(M), S, @, M,N,VU) kafesi goz oniine alinsin.

O f
e

(M)
<5

D

(&)
Sekil 1

A ={0,{a},{b},M}veT = T, olsun. Yani, X € (L) i¢in, C,r(X) = To(X, A) dir. Her
x,y €Aigin 1 € AveT,(x,y) € A oldugundan dolay1, C,7’nin L iizerinde bir kapanis
operatorii oldugu agiktir. Ama A, L’nin alt kafesi degildir ¢linkii {a}, {b} € A fakat {a} U
{b} & A.

2.1.2. Uyan 2.1.1.Teorem’e doniiliirse, her x,y € A igin T(x,y) € A olmasikosulu genel
olarak ihmal edilemez. Eger bu durum goz ardi edilirse, C2 saglanamayabilir. Asagidaki

Ornek incelensin:

2.1.2. Ornek L = ([0,1], <) birim reel aralik goz Sniine alnsm. L iizerinde T =T, ve

A= E, 1] olsun. X = {E} € o(L) i¢in su elde edilir:

Car, ) =T, (X, 4) = |12

O halde,

13



12 1 2
Cary Car, 0 = Cur, ([55]) = 755

Bu yiizden C2 saglanmaz. Boylece C AT, bir kapanis operatorii degildir. Ek olarak %,2 €

12
2’3

A elemanlari igin, T, ( ) = g & A olduguna dikkat edilmelidir.

2.1.1. Tammm 211Teorem’de verilen C,r kapanis operatoriine L iizerinde, A ve T
tarafindan belirlenen ¢ —kapanis operatorii adi verilir. Bu ¢alisma boyunca, kolaylik

olmasi acisindan t —kapanis operatorii olarak ifade edilecektir.

L smirh kafesi tizerindeki herhangi bir t —kapamis operatorii i¢in, @ € (L) elemani
s0z konusu oldugunda C, (@) = @ olur, Ki bu da bariz bir sonugtur. Dolayisi1 ile bu

calismada, L’nin bos olmayan alt kiimeleri iizerinde ¢alisilacaktir.

2.1.3. Uyan Bir smirli L kafesi tizerinde C, 7 kapanis operatorii géz Oniine alinirsa,

herhangi bir X € p(L) igin;

Car @ = | ] Carteed),

x€X

olur. Bu yiizden, bir L smirli kafesi tizerinde (A ve T’nin yardimiyla) tanimlanan tiim
t —kapanis operatorleri cebirseldir. Bu sebeple, bu ¢alismada ¢cogunlukla C, (X) yerine

Car({x}) (x € X) kiimeleri iizerinde ¢alisilacaktr.

2.1.1. Onerme (L, < ,0,1) bir smirli kafesve C a1 L Uzerinde bir ¢ —kapanis operatorii olsun.

Bu taktirde, L Cars T ikili iglemi altinda kapalidir, yani her X,Y € L Car icin T(X,Y) €

Leyr-

Ispat: X,Y € L car0lsun. T nin birlesmeliligi kullanilarak,
Car(TX, 1)) = T(T(X,Y), 4) = T(X,T(Y,A)) = T (X, Car (V) = T(X, V).

Yani, T(X,Y) €L¢, .

14



2.1.2. Onerme C,r, L smirli kafesi iizerinde bir t —kapanis operatdrii olsun. Bu taktirde
A = {1} olmasi i¢in gerek ve yeter sart L’ nin tiim alt kiimeleri C, 7, ¢ —kapanis operatoriine

gore kapali olmasidir.

Ispat: A = {1} olsun. O zaman, herhangi bir X € g (L) icin,
Car(X) =TX,A) ={T(x, D |x€EX}={x|x€X}=X.
Yani, X kapaldir.

Tersine, her X € p(L) i¢in C,7(X) =X olsun. O zaman, 6zel olarak,
Car({1}) = {1} dir. Yani, T({1},4A) = A = {1}. Dolayistyla, her a € A i¢in T(1,a) €
{1}. Sonug olarak, a € {1}, yani A € {1} oldugu elde edilir. ¢ —kapanis operatdriiniin

tammina gore 1 € A olduguna gore, A = {1} elde edilir.

2.1.1. Sonuc L bir smirli kafes ve C4 7, L tizerinde bir t —kapams operatdrii olsun. Bu taktirde

A ={1}ancak veancak L, = ().

2.1.3. Onerme Bir L smirli kafesi iizerinde, en zayif t —norm olan Ty, g6z 6niine alinsn.

Bu taktirde, C,r, t —kapanis operatorii asagidaki gibi elde edilir:

X u {0} 1¢X,
Cary X) =4 XUAU{0} {1}&X
A {1} =X.

Ispat:
Herhangi bir {1} € X € L olan X € L i¢in

Car,yX) =Ty (X, A) ={Ty(x,a) | xEX,a €A}
={Twx, 1 |xeX}u{T,(1,a)| a€ A}
U{Ty(x' a)x" € X\{1}, a’ € A\{1}}
=XUAU{0}.
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{1}=Xc L olanX < Licin

CaryyX) =Ty (X, A) ={Tyy(L,a)|1€X,a€A}={a€A}=A

1€ X S L olanX € Ligin

Caryy X)) =Ty (X,A) ={Ty(x,a) | x EX,a €A}
={Tyw 1D |xeX}u {Tyx'a)|x" € X\{1}, a’ € A\{1}}
= X U {0}.

2.1.2. Sonug Bir L smnirli kafesi lizerinde Cy 1, t —kapanis operatdrii gdz Oniine almsin.
{1} & A S L olmasi durumunda L’nin, C,r,, 'ye gore kapali alt kiimelerinin kiimesi

asagidaki gibi elde edilir:

Lear, ={Xep(l)| 0e€X ve (ASXveyalgX)}
2.1.4. Onerme L = ([0, 1], <) birim reel aralik ve A = [0,1] olsun. Bu taktirde,

Her x € L icin, Cur({x}) = {E;"x} ’; > 1 oT=T,

{0, x} x # 1,
A x=1

igin T= Tp , yani T(x,y) =0 oldugu gosterilmelidir. (x,y) € 10,1[* olsun. x #
1 olduguna gore, C5 7({x}) = T({x}, A) = {0,x} olur. Yani T(x,y) € {0,x}.

Ispat: Her x € Ligin Cur({x}) = { olsun. Her (x,y) €]0,1[?

Varsayalim ki, T(x,y) = x olsun. Buradan x=T(x,y) < Tpin(x,y) =
min{x, y} olur. Boylece her y €]0,1[ i¢in x = min{x, y}, yani x < y olur. Bu durumda
x = 0 olur, ki bu bir ¢eligkidir. Sonug olarak T'(x,y) = 0,yani T = T} elde edilir.
x#1

Tersine T = Tp olsun 2.1.3. Onerme ye gore C,r({x}) = {g?,x} elde

edilir.

2.1.4. Uyann Not edilmelidir ki, 2.1.4. Onerme’de, eger A # [0,1] ise, Tp, Verilen

esitligi saglayan tek t —norm degildir (bkz. 2.2.2. Ornek).
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L = ([0, 1], <) birim reel aralik ve keyfi bir x, € [0,1] elemani igin X = {x,} S
[0,1] tek elemanli alt kiimesi gdz Oniine alinsin. Eger A = {1} ise, 0 zaman
2.1.2.0Onerme’den dolayt, [0, 1] iizerindeki herhangi bir T ¢ —normu igin, X’in C, 1 t-

kapanis operatdriine gore kapali oldugu biliniyor.

Bu sonugtan sonra ilging bir soru akla gelir:
{1} € A olmasi durumunda, her X = {x,} < [0, 1] tek elemanl alt kiimesinin kapali
olacagi sekilde bir C4 + t —kapanis operatérii (veya T t —normu) mevcut mu? Bu sorunun

cevabi “Hayir” dir. Bunun i¢in asagidaki 6nerme incelensin.

2.1.5. Onerme L = ([0,1],<) birim reel aralik, A € L ve 1 € A olsun. Eger {1} € A
ise bu taktirde her X = {x,} € [0, 1] tek elemanl alt kiimesi kapali olacak sekilde bir

Csr t —kapanis operatorii (veya T t —normu) mevcut degildir.

Ispat: Varsayalim ki boyle bir t —kapanis operatdrii mevcut olsun. Bu durumda
her x, € [0, 1] i¢in [0, 1] iizerinde bir T t —normu vardir, 6yle ki C4 7 ({xo}) = {x0}. O
halde, T ({xo},A) = {x,}. Yani her a € A igin T(xy,a) = x,. {1} & A oldugundan
dolay, bir y, € A eleman vardir, dyle ki y, <1 ve T(xq, Vo) = xo. Ozellikle x, =

y0_2+ L e [0,1] segilirse, su elde edilir:

y0+1 yO+1
2 :T( 2 'y°>sy°

Buradan y, = 1 elde edilir ki bu bir geliskidir. Sonug olarak bdyle bir C,r t —kapanis

operatorii mevcut degildir.

Asagidaki 6nerme, bir L tam kafesinin herhangi bir alt kiimesinin C, 7, t —kapanis

operatdriine gore kapali olmasi i¢in bir sart ortaya koyar.

2.1.6. Onerme (L,<,0,1) birtam kafes, A € L ve X € g(L) olsun. VX < AA ise, bu
taktirde X € go(L) alt kiimesi, C4r, kapanis operatoriine gore kapahdir.
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Ispat: X € po(L) 6yle ki VX < AAolsun. Her x € X ve a € A icin VX < A\A
oldugundan dolayr x < a olur. Yani, her x € X ve a € 4 i¢in x A a = x elde edilir.

Dolayisiyla
Car, X) =T,(X,A) ={xAal|x€X,a€A}=X.
Yani X kapalidir.

2.1.5. Uyan 2.1.6. Onerme’nin tersi genel olarak dogru olmayabilir. Asagidaki 6rnek

incelensin.

2.1.3. Ornek L = ([0,1], <) birim reel aralik goz oniine almsin. L iizerinde T = Ty

a+1

a €]0,1[ , A = [a,1] olsun. X = [a,T] € (L) elemam icin Cpr . (X) = X, olup X

kapalidir ama VX £ AA.

Bir sonraki onermede, [0,1] birim reel aralik iizerinde, hangi durumda tiim

t —kapanig operatorlerinin ¢akistigina dair 6nemli bir karakterizasyon verilecektir.

2.1.7. Onerme L = ([0, 1], <) birim reel aralik gz 6niine almsm. A € [0,1] dyleki 1 €
Aolsun. Bu taktirde, [0,1] iizerindeki tiim Ty, T, t —normlari i¢in Cyr, = C47, 0lmasi

icin gerek ve yeter sart A = {1} veya A = {0, 1} olmasidur.

Ispat: [0,1] iizerindeki tiim T;, T, t —normlar1 i¢in Car, = Car, Olsun. A # {1}
ve A # {0, 1} kabul edelim. O halde bir x € A eleman1 mevcuttur, dyle ki x # 0 ve x #
1. y €]x,1] reelsayisiicin, {y} € (L) dir. Tim Ty, T, t —normlarii¢in Cyr, = C4r,
oldugundan dolay1, 6zellikle Ty = Ty, Ve T, = T iginde esitlik dogru olur. Yani
Car,..{y}) = Car,({y}) elde edilir. Bu taktirde,

x =min{y, x} € Tyin({y}, 4) = Car,,, {¥}) = Car, {¥}) = To({y}, A).

Bu yiizden bir a € A eleman1 mevcuttur, dyle ki x = Ty, (y,a). x #y, a # 1 ve

y € ]x,1[ oldugundan, x = 0 bulunur ki bu bir geliskidir.
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Tersine, eger A = {1} ise, 2.1.2. Onerme’ye gore her X € (L) icin Car,(X) =
Cyr,(X) elde edilir. Eger A = {0, 1} ise, bu taktirde her X € (L) i¢in,

Car,(X) =T1(X,A) = {T1(x,a)|[x€X, a€A}

{T1(x1,0) [x, €X } U {Ti(x2,1) | x, €EX}
{T2(x1,0) [x; € X} U {To(x2,1) | x, €X'}
= {T,(x,a) | x€X, a€A}

= T,(X,A) = Cur,(X).

2.1.8. Onerme L = ([0, 1], <) birim reel aralik ve A = [0, 1] olsun. Eger 1 € X ise, bu
taktirde herhangi X € (L) i¢in C,(X) = A dur.

Ispat: X € po(L) dyle ki 1 € X olsun. Agik sekilde, C,7({1}) = [0,1] = A olur.
Bu sekilde, C2 kullanarak, C, »(X) = A elde edilir.

2.2. C4r,’den Elde Edilen Denklik Simflar

Yukarida tanitilan t —kapanis operatorleri, bir L smirli kafesi lizerindeki tiim

t —normlarin sinifinda, asagidaki denklik bagintismin verilmesine imkan saglar.

2.2.1. Tammm (L, <,0,1) bir smirh kafes ve A € L dyleki 1 € A olsun. L {izerindeki tiim

t —normlarin sinifi izerindeki ~, bagintis1 asagidaki sekilde tanimlansin:
Ty ~a T; i@ Cyr, = Cyr,.
2.2.1. Onerme 2.2.1.Tanim’da verilen ~, bagntis1 bir denklik bagntisidir.

2.2.2. Tamm (L, <,0,1) bir smirlt kafes ve T, L tizerinde t —norm olsun. T’nin, ~,

bagntisina gore denklik smifi,

T={T"|T' ~, T}
olarak tanimlanir ve T ile gdsterilir.
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2.2.1. Uyan 2.1.7.0nerme’ye gore, eger A = {1} veya A = {0, 1} ise, Car, = Cary,
yani [0,1] birim reel aralik tizerinde tiim t —normlar i¢in T; ~, T, elde edilir. Sonug

olarak, [0, 1] izerindeki tiim ¢t —normlar denktir. Boylece sadece bir sinif elde edilir:
T={T'| T"[01]> — [0,1] bir t — norm }.

2.2.1. Teorem L = ([0,1],<) birim reel aralik ve A = [0, 1] olsun. Bu taktirde T,,;,’un
denklik siniflar1 agagidaki gibi elde edilir:

Typun ={T | T: [0,1]> — [0,1] bir surekli t —norm }.

Ispat: X € o(L) ve T, [0, 1] iizerinde bir siirekli t —norm olsun. Herhangi bir x €

X igin Car({x}) = Cyr,,,, ({x}) oldugunu gostermek yeterlidir.

Bu esitligi  gostermeden Once, herhangi bir x €X icin Cur . ({x}) =
[0, x] oldugunu gosterilsin. Gergekten de, herhangi bir x € X ic¢in, Cur_ . ({x}) =
Tin({x},A) = {min{x,a} | a € A} =[0,x].

Simdi, C4r({x}) =[0,x] oldugu gosterilsin. ¢ : [0,1] = [0,1], Y(y) =
T (x,y) doniisiimii g6z oniine almsim. T siirekli oldugundan (ki bu T nin tiim bilesenlerine
gore siirekli oldugu anlamina gelir), ¥ [0, 1] lizerinde siireklidir. O zaman, herhangi bir

k € [0, x] igin, “Ara deger teoremi” kullanilarak, bir y, € [0, 1] eleman1 mevcuttur dyleki,
k =y (y,). Yani,

k=19o) =T(x, yo) € T({x},4) = Car ({(x}),
Olurkibu [0,x] S C4r({x}), oldugu anlamma gelir.

Ters kapsama i¢in, y € C4r({x}) olsun. O halde a € A =1[0,1] elemani, y =
T(x,a) olacak sekilde mevcuttur. T < Ty, oldugundan, y = T(x,a) < Tin(x,a) =
min{x,a} < x oldugunu elde edilir. Bunun anlam1 y € [0,x], yani C47({x}) € [0, x]
olur. Boylelikle, Cyr = Car, .. eldeedilir, yani T ~, Ty, oOlur.
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2.2.1. Sonu¢ L = ([0,1],<) birim reel aralk ve A =[0,1] alnwsa, C4r . (X) =
U,ex[0, x] oldugu elde edilir.

2.2.2. Sonu¢ A = [0, 1] olsun. [0, 1] birim reel aralik iizerinde tanimli herhangi siirekli
T, T, t —normlar1i¢in T; ~4 T, dir.
2.2.2. Uyan 2.2.2. Sonug¢’da, eger A < [0, 1] ise, bu taktirde T; ve T, siirekliolsalar bile

T; ~4 T, denkligi dogru olmayabilir. Bunun i¢in asagidaki 6rnegi inceleyiniz.

2.2.1. Ornek [0, 1] birim reel aralik iizerinde tanimli T,,,;,, ve T, t —normlar1 goz Oniine

alimsin ve A = E, 1] olsun. ikisinin de siirekli olduguna dikkat edilsin.

X = {%} € ([0, 1]) i¢in asagidaki sonuglar1 karsilastiralim.

e () =T £ )=
cor( )= ({4)= [

Sonug olarak Cyr . ({%}) #* Carp ({%}), oldugundan dolay1 T, *4 Tp.

Bir sonraki 6rnek, A & [0, 1] oldugu halde T; ~4 T, olabilecegine dair bir 6rnek

olarak verilmistir.

2.2.2. Ornek L = ([0,1],<) birim reel aralik ve A = [0,%] U {1} olsun. L iizerinde,

1.4.3. Ornekte verilen Ty, T, t —normlar1 géz &niine almsim:

Kolayca elde edilebilir ki her x € L i¢in;

Car, @D = Cap (@) = { 03 x 21

Car, Ve Cur, cebirsel kapanis operatdrleri oldugundan, her X € (L) igin
Car,(X) = Cyr,(X) dir. Boylece Ty ~4 T, oldugu elde edilir. Ayrica 1.4.4 Ornekten
biliniyor ki T; ve T, siirekli degildir.
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2.3.Tiim 84, Denklik Bagintilarinin Kiimesi Olan Eqrg (L) Kismen Sirah Kiimesi

2.3.1. Onerme (L, <,0,1) bir sinirhi kafes, T L’nin {izerinde keyfi ama sabit bir t —norm

ve Cy,r L lizerinde t —kapanis operatdrleri olsun. Bu taktirde asagidaki sekilde tanimlanan

04,7, (L) tizerinde bir denklik bagntisidir ve sdyle tanimlanir:
04,7 ={X, V) € o (L)? | Cayr (X) = Cyr(V)}

2.3.1. Onerme’ deki sekilde tanimlanan tiim denklik bagintilarinm kiimesi Eqrg(L) ile

gosterilir. Yani
Eqre(L) = {647 | Ai S L, 1€ 4A; ve T(4,4;) S Ay}
2.3.1. Tammm Eqrg(L) lizerinde bir < bagmtisi asagidaki gibi tanimlansin:
Oa, 7= Op,r 70 a7 S Op,7 -
2.3.2. Onerme (Eqr(L),<) bir kismen sirali kiime ve 613, enkiigiik elemandir.

Ispat: Eqrg(L) € p(L)? ve ((L)? S) bir kismen srali kiime oldugundan,
(Eqr#(L),<) de bir kismen sirali kiimedir.

2.1.2. Onerme kullanilarak, (13 = {(X,X) | X € (L)} elde edilir. Her 6, €
Eqrg(L) icin, 6, 7 yansiyan oldugundan dolay1, 8137 S 4,7, Yani Oy < 04,7 €lde

edilir.

2.3.3. Onerme 60, 1,6,4,7 € Eqr(L) olsun. Eger 6, 1 < 0,7 ise, bu taktirde A; <

A, olur.

Ispat: 6,4, 1+ <6,,r olsun. {1},A; € (L) elemanlar: i¢in, C,4 r({1}) =4, =
Ca,r(A1). Yani, ({1},A;) €04,y Olur, 8, 7 S 84,7 oldugundan dolays, ({1},4,) €
04,7 elde edilir. Dolaywsiyla, A, = C4,r({1}) = Cy,r (A1) = T (A41,A;). Buradan,
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A, =T(A;,A,) olur. 1 € A, oldugundan dolayi, her x € A; i¢in x = T (x,1) € A,

olur. Boylece A; € A, oldugu elde edilir.

2.3.1. Uyan Eqrg(L), Eq$(L)’nin bir alt kafesi (boylece tam alt kafesi) olmayabilir.

Asagidaki 6rnegi inceleyelim.

2.3.1.0rnek Sekil 1°de verilen L = {0,a, b, c,d, 1} kafesi g6z 6niine almsm

0
Sekil 2

Ay ={a,1}, A, ={c,1} ve T =T, olarak alinsin. Bu taktirde 8, 1, A G4, 7, =

9A1,T/\ N 9A2,T/\ & Equ(L)

Varsayahm kl QAllTA n HAZrT/\ = GA*,T/\ € Equ(L)
{0,d},{d} € (L) elemanlari i¢in,

Ca,7({d}) = T\({d}, A1) = {0,d} = C4, r({0,d}), yani ({d},{0,d}) € O, r,
ve
Ca,7({d}) = T\({d}, A3) = {0,d} = Ca,7({0,d}), yani ({d},{0,d}) € O,4,1,.

Boylece, ({d},{0,d}) € 64,7, NOa, 1, — Oa:r, elde edilir. Ama diger yandan,
Opc1, S O 1, V€ Oa1, S B4, r, Oldugundan, 2.3.3. 6nerme’ye gore A* € A; ve A" <
A, elde ederiz. Buradan A* € A; N A, = {1}, yani A* = {1} elde edilir. Boylece,
({d},{0,d}) € 841, = O1yr, Olur, Ki bu bir geliskidir. Sonug olarak, Eqrg(L),
Eqg (L) nin bir alt kafesi degildir.
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2.3.4. Onerme (L, <,0,1) bir smurh kafes ve T, L iizerinde t —norm olsun. (g(L),n,V)
tam kafesi géz Oniine almsm. Bu durumda, her 6, r € Eqrg(L) denklik bagntisi,

((L),U) V —yar1 kafesi lizerinde bir kongriians bagntisidir.

Ispat: (X,Y) € 6,,r olsun. Boylece Cyr(X) = Car(Y), yani T(X,4;) =
T(Y,A;). Her K € (L) i¢in:
Car(XUK)=T(XUK,A) = TX,A)UT(K,A) =T, A) UT(K,A,)
=T(Y UK,A;) = Car (Y UK).

Yani, (XUK,Y UK) € 8,, 7. Boylelikle, 6,7, ($(L),U) V —yar1 kafesi iizerinde bir

kongriians bagmtisidir.

2.3.2. Uyann Not edilmelidir ki, 64, r € Eqr$(L), (% (L),n) infumum yar1 kafesi

tizerinde bir kongriians bagintis1 olmayabilir. Asagidaki 6rnek incelensin.

2.3.2. Ornek 2.3.1.6rnek goz oniine almirsa, (X,Y) = ({d},{0,d}) € 04,1, OlUr. K =
{0,c} € p(L) elemam i¢in, (X NK,Y NK) = (0,{0}) & 64, r, elde edilir. Ciinkii
Ca,1,(@) = @ Ve Cy,r,({0}) = {0}. Yani, 84, 7 ($(L),N) infimum yar1 kafesi lizerinde

bir kongriians bagmntis1 degildir.

2.4. L* Kismen Sirah Kiimesi

2.4.1. Tanim (L, <,0,1) bir smirh kafes ve C, 7, L iizerinde bir t —kapanis operatorii

olsun. L¢, .. ’nin bir alt kiimesi olan L" asagidaki sekilde tanimlanir:

I'={Cr{x) |x€L} S Le,,.
Agikga (L, S) bir kismen sirali kiimedir.

2.4.1. Onerme (L, <, 0, 1) bir simirh kafes ve C, 7 L iizerinde bir ¢ —kapanis operatorii olsun.
Bu taktirde @ : L —» L* , a(x) = C4r({x}) (x € L) seklinde tamimlanan doniisiim bir
bijeksiyondur. Ek olarak, a=!: L* — L bir sira korur doniisiimdiir.
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Ispat: Oncelikle, a’nin birebir oldugu gosterilsin. x,y € L icin a({x}) = a({y})
olsun. Bu taktirde C4r({x}) = Cor({¥}), vani T ({x},A) = T ({y},4) olur. x €
T({x},A) =T ({y},A) oldugundan dolayi, bir a € A eleman1 mevcuttur, dyle ki x =
T(y,a). Yani x =T(y,a) < y’dir ve x <y elde edilir. y < x benzer sekilde elde
edilebilir. Bu yilizden x =y elde edilir, yani a birebirdir. a agik sekilde ortendir.
Boylece, a bir bijeksiyondur. Simdi a~! ddniisiimiiniin sira korur oldugu gosterilsin.
Bunun i¢in, x,y €L i¢in Cor({x}) S Cor({¥}) olsun. Oyleyse x € T({x},4) S
T({y}, A). Yanibir a’ € Aelemani mevcuttur, 6yle ki x = T(y,a’) < y. Boylece x <y

oldugunu elde edilir.

2.4.1. Uyan T’ye bagli olarak, 2.4.1. Onerme ’de tanimlanan doniisiim sira korur olabilir

de olmayabilir de. Bunu gérmek i¢in, asagidaki iki 6rnek incelensin.

2.4.1. Ornek Sekil 2°de gosterilen L = {0,a, b, c, 1} kafesi gbz oniine alinsin:

1

o]

Sekil 3

A={0,c,1}ve T =Ty, olarak almsmn. b,c € L elemanlar1 igin, a(b) = Cyr, ({b}) =
{0, b} ve a(c) = Cyr,, ({c}) ={0,c}olur.

Boylece b < c olup a(b) % a(c), oldugu yani a’nin sira korur olmadig: elde

edilir.
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2.4.2. Ornek Sekil 3’te gosterilen L = {0, a, b, 1} kafesi goz oniine almnsin:

0

Sekil 4

A = LveT = Ty olsun. L’nin tiim elemanlarinm « altindaki goriintiileri soyledir:

a(0) = {0}
a(a) = {0,a}
a(b) = {0, b}
a(l)=1L

Yani x <y olan her x,y €L i¢cin a(x) = Cyr,, ({x}) € Cyr,, {¥}) = a(y)

olarak elde edilir. Bu yiizden a sira korurdur.

2.4.2. Onerme 2.4.1.0nerme de verilen a doniisiimii g6z 6niine almsin. Eger T = T,

ve A = Lise, bu taktirde a sira korur doniisiimdiir.

Ispat: x,y €L i¢in x <y olsun. a(x) < a(y), yani Car, ({x}) S Car,({(y})
oldugu gosterilmelidir. k € Cyr, ({x}) = Tr({x}, A) olsun. Bdylece bir a € A eleman1
mevcuttur, oyle ki k = T)(x,a). Yani,k =xAa=xAy)Aa=yA(xAa). xNa €
L =A oldugundan dolay, k=yA (xAa)€T\({y},A) = Cyr,({y}). Dolayisiyla,

a(x) < a(y)’dir ve boylece a bir sira korur doniistimdiir.

2.4.1. Sonug 2.4.1. Onerme ‘de, eger A = L ve T = T, alinirsa bu taktirde L, LCA,T/\ igine

gomiilebilirdir.

2.4.2. Uyan 2.4.2. Onerme ’de, eger A # L ise, bu taktirde a sira korur doniisiim

olmayabilir. Asagidaki 6rnek incelensin.
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2.4.3. Ornek 2.4.1. Ornek *de verilen L = {0,a, b, c, 1} kafesi goz oniine alinsm. T = T,
ve A = {0, a, 1} olsun. b, ¢ € L elemanlari igin,

a(b) = Cyr,({b}) = {0,b}ve a(c) = Cyur,({c}) ={0,a,c}

Boylece, b < c iken a(b) £ a(c) oldugu yani a’nin bir sira korur doniisiim olmadig1

elde edilir.

2.4.3. Onerme (L, <,0,1) bir smirh kafes ve Cj4r, L tizerindeki bir ¢ —kapanis operatorii
olsun. 2.4.1. Onerme ’de verilen a fonksiyonu goz oniine alinsmn. Eger 2.4.1. Onerme de

verilen a doniistimii bir sira korur doniisiim ise, T L {izerinde bir boliinebilir ¢ —normdur.

Ispat: « bir sira korur doniisiim ve x,y € L i¢in x < y olsun. Boylece a(x) <
a(y), yani Cor({x}) € Car({y}). Yani x € C47({y}) = T({y}, A) olur. Buradan, bir
a € A eleman1 mevcuttur, dyle ki x = T(y, a). Boylece T’nin boliinebilir oldugu elde

edilmis olur.

2.4.3. Uyan Yukarida verilen 6nermenin tersinin her zaman dogru olmasi gerekmez.

Gergekten, 2.4.3 Ornekte verilen a(x) = Car,({x}) dOniisiimii goz Oniine alinirsa, Ty

boliinebilir bir t —norm olup, a sira korur olmayan bir déniisiim olarak bulunur.

2.4.2. Sonu¢ 2.4.3. Onerme de, L = ([0,1],<) birim reel aralik oldugunda, [O0,1]
tizerindeki herhangi bir ¢ —normunun siirekliliginin boliinebilirligine denk olmasindan

dolay1, a’nin sira korur olmast durumunda T ’nin siirekli oldugu agiktir.

2.4.4. Onerme L = ([0,1],<) birim reel aralik ve A = [0,1] olsun. Eger T : L? > L

t —normu stirekli ise bu taktirde, L, L. T icine gdomiilebilirdir.

Ispat: T siirekli olsun. a: L - L*, a(x) = C4 7 ({x}) doniisiimii gdz 6niine alinsin.
T siirekli oldugundan, 2.2.1. Teorem ’in bir sonucu olarak , her x € L i¢in a(x) = [0, x]
elde edilir. 2.4.1. 6nerme ’den biliniyor ki a bir bijeksiyon ve a~! sira korur bir
doniigiimdiir. Yani, sadece a’nin sira korur oldugunu gosterilmeli, ama zaten bu ¢ok

agiktir. Boylece, a izomorfiolup L, Lc, . i¢ine gomiilebilirdir.

27



3. TARTISMA ve SONUCLAR

Keyfi bir siirli kafes izerinde t —normlarin varligi bilgisine dayanarak, kafesin bir
alt kiimesinin yardimiyla t —kapanis operatorleri tanitildi ve 6zelliklerinden bazilari
belirlendi. C4 7 t — kapanis operatdriine gére tiim alt kiimelerin kapali olusuna dair bir
karakterizasyon verildi. Baska bir gozlem de sudur ki, birim reel aralik tizerinde, A =

[0, 1] oldugunda, ~ A bagmntisina gore iki siirekli ¢ —norm denktir.

Ayrica, bir t —kapanis operatorii tarafindan belirlenen bir adoniisiimii kullanarak,

eger T siirekli ise L’nin, L¢,. ye gdmilebilir oldugu gosterildi.

Elde edilen sonuglar, sinirli kafes tlizerindeki kapanis operatorlerine yeni bir bakis

acis1 olarak goriilebilir.
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4. ONERILER

Hangi kosullar altmda C, , (V bir nullnorm)’nin bir kapanis operatorii oldugu ve bu

durumda hangi sonuglar elde edilebilecegi arastirilabilir.
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