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OZET

Nonlined-up koordinat sisteminde Slater tipli orbitaller kullanilarak iki-merkezli

ortme integralleri icin genel analitik bir ifade verilmistir. Iki-merkezli 6rtme intgeralleri

icin elde edilen bu ifade; D3?*

nl,n'l’

(¢,¢";R)  yardimer molekiiler integralleri, Gaunt

katsayilar1 ve kiiresel harmoniklerden olusur. Bu ifade m=m’' ve 6 =¢ =006zel durumu

icin lined-up koordinat sistemlerinde iki-merkezli 6rtme integrallerine indirgenir. Iki-
merkezli ortme integralleri igin elde edilen bu ifadelerin hassas olarak hesaplanmasi,
DZ,L

et (é’ N R) yardimct molekiiler integralleri ve igerdigi yardimci fonksiyonlarin hassas
bir sekilde hesaplanmasina baglidir. STO’ler kullanilarak iki-merkezli 6rtme integrallerinin

hassas olarak hesaplanmasi icin, dikkatimizi E, (¢,R) yardimer fonksiyonu ile ifade

[N . 2L
ettigimiz Dy

(4’ N R) yardime1 molekiiler integrallerin dogru hesabina odakladik. Bu

dogrultuda, E! (¢,R) yardime fonksiyonu igin analitik ve tekrarlama bagmntilar: tiirettik.

STO’ler kullanilarak iki-merkezli 6rtme integralleri i¢in tiirettigimiz Denklem (113) ile
verilen ifadenin dogrulugunu ve hassasligini test etmek icin, elde edilen ifadelerin Mapple
13 sembolik programlama dilinde programlari yapilmistir. Verilen algoritmadan elde
ettigimiz sonuglara gore keyfi kuantum sayilari, orbital istelleri ve cekirdekler arasi
mesafeleri icin en az 10-dogru basamak sayilariyla verilen mevcut literatiir degerleri ile iyi
uyumlu oldugu goriilmektedir. Ayrica, iki-merkezli 6rtme integralerin hesaplanmasi igin
elde edilen genel ifade diger literatiir degerlerinde daha hizli ve daha basit oldugunu iddia
ediyoruz.

Sonug olarak, STO’ler kullanilarak iki-merkezli 6rtme integralleri i¢in algoritmamiz

basarilidir ve atomlarin molekiillerin ve katilar1 elektronik yap1 hesaplarinda kullanilabilir.

Anahtar Kelimeler: Slater tipli orbital, 6rtme integrali, Gaunt katsayisi, yardime1

molekdiler integraller
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ABSTRACT

Calculation of Two-center Overlap Integrals via Fourier Transform Method

An analytical general formula has been presented for the calculation of two-center
overlap integrals over Slater type orbitals in nonlined-up coordinate systems. The obtained

formulae for two-center overlap integrals contain auxilary molecular integrals

DZ,L

2o (€.¢7;R), Gaunt coefficients and spherical harmonics. This formula reduces to two-
center overlap integrals in lined-up coordinate systems for the special case m=m’' and

0=¢p=0. The efficiency of the obtained formulae for two-center overlap integrals
depends strictly on the accurate calculation of the auxiliary molecular integrals

DZ,L

nl,n'l’

(¢,¢";R) and the auxiliary functions including. For the efficient calculation of two-

center overlap integrals over STOs, we have focused our attention to the accurate

calculation of the auxiliary molecular integrals D?*

nl,n'l’

(¢£.¢";R) which we expressed
through auxiliary functions E,, (< ,R). In this respect, we have derived analytical and

recurrence relations for the auxiliary functions E, (¢,R). In order to test the efficiency

and accuracy of the derived formulae for two center overlap integrals over STOs given by
Eq.(113), we have constructed computer programs in Mapple 13 symbolic programming
language. It is shown that the results we obtained from the presented algorithm agree well
with the avaliable literature datas, giving at least 10-correct decimal digits for arbitrary
guantum numbers, orbital exponents and internuclear distances. In addition, we argue that
the obtained general formula for the calculation two-center overlap integrals is simpler and
faster than other formula available in literature.

As a result, we conclude that our algorithm for two-center overlap integrals over
STOs is successful and can be used in large scale electronic structure calculations of

atoms, molecules and solids.

Key Words: Slater type orbital, overlap integral, Gaunt coefficient, auxilary molecular

function.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Atomlar evrenin temel yapi taslaridir. Kiitlesi olan ve uzayda yer kaplayan tim
varliklar birer maddedir. Evrendeki her tir madde, atom ve molekiillerden olusur.
Maddenin atom ve molekiil adi1 verilen varliklardan olustugu diisiincesi cok eskilere
dayanir. Bilindigi kadariyla, her seyin yok edilemeyen ve bdliinemeyen farkli
elementlerden olustugu diisiincesini ilk ortaya atan kisi M.O. 5. yy. da yasamus olan Miletli
Leucippus’tur. Bu felsefi goriis giliniimiize kadar ulagmistir. Maddelerin fiziksel ve
kimyasal 6zelliklerini incelemek i¢in, bu maddeleri olusturan molekiillerin yapilarinin iyi
bilinmesi gerekir. Her molekiiliin kendine 6zgii yapisi vardir. Bu yiizden, her maddenin de

kendine 6zgii yapisi olur.

Iki veya cok elektronlu molekiiller kuantum mekaniksel sistemler oldugundan,
yapilarini inceleyebilmek i¢in dncelikle sisteme ait tam Hamiltonian yazilarak Schrodinger
denkleminin ¢6ziilmesi gerekir. Schrodinger denklemini hidrojen ve hidrojene benzer
yapilar digindaki karmasik sistemler i¢in, bilgisayar teknolojisindeki ve uygulamali
matematikteki tiim gelismelere ragmen analitik olarak ¢6zmek miimkiin degildir. Bu
denklemleri ¢6zmek igin bazi yaklasik yontemler ortaya atilarak Schrodinger denklemine
¢coziimler aranmaktadir [1-3].

Bu yaklagik yontemler iki sekilde karsimiza ¢ikmaktadir. Bunlar; deneysel higbir
veriden faydalanmayip tam teorik hesap yapan (ab initio) yontemler ve deneysel verilerden
faydalanan yar1 deneysel yontemlerdir. Tam teorik yontemler, molekiiler sistemlerde en az
yaklagiklikla matematiksel olarak problemleri ¢6zmeyi amaglamaktadir. Fiziksel
ozelliklerin yar1 deneysel yontemlerle hesaplanmasinda bazi parametreler deneysel
verilerden alinir. Bu yontemlere CNDO, INDO ve MINDO o6rnek olarak verilebilir [4-6].

Ab initio yontemleri bazi yaklasikliklara dayanmaktadir. Bunlardan ilki, merkezi
alan yaklasikhigidir. Merkezi alan yaklasikliginda; atomda incelenen elektronun,
cekirdegin ve diger elektronlarin ortalama alaninda hareket ettigi kabul edilir. Merkezi alan
yaklasikligi, degerlik elektronu bir olan atomlar i¢in iyi sonuglar verir. Atomda degerlik
elektronlarmin sayist arttikga, merkezi alan yaklasikligmin uygulanmasindan elde edilen

sonuglarin hassaslhiginin azaldig: goriiliir [4-6].
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Schrodinger denkleminin ¢oziimii i¢in yapilan ikinci yaklasiklik ise Born-
Oppenheimer  yaklasikligidir.  Born-Oppenheimer  yaklagikligmma gore;  ¢ekirdek,
elektronlardan oldukca agirdir ve elektronlara gore olduk¢a yavas hareket ederler. Bu
yaklasiklikla ¢ekirdek ve elektronlarin hareketleri ayr1 ayr1 incelenebilmektedir. Bu yiizden
Hamiltonian operatoriinde ¢ekirdegin kinetik enerjisi elektronlarin kinetik enerjisi yaninda
ihmal edilir. Hamiltonian ifadesi sadece elektronik Hamiltonian’den olusur [4-6].

Cok elektronlu atomik veya molekiiler sistemlerin elektronik yapisinin
hesaplanmasinda kullanilan yontemlerden en 6nemlisi Hartree-Fock teorisidir. Hartree-

Fock teorisi, diger ab initio teorilerine temel teskil etmesi agisindan 6nemli bir teoridir.

1.2. Hartree-Fock/-Roothaan Metodu

Hidrojen atomunda 3 tane (xl, yl,zl), Helyum atomu i¢in 6 tane (xl, Vi, 2,

Xy, yz,zz) bagimsiz parametre (koordinat) sayist vardiwr. N-parcacikli bir atomik veya

molekiiler sistem i¢in bagimsiz parametre sayis1 3N’dir. Ornegin; Cd atomu icin 96
degiskenli Schrodinger denklemini ¢dzmek gerekir. N-parcacikli bir atomik veya
molekiiler sistem icin bagimsiz parametre sayisi 3’ten bilyiikk oldugunda Schrédinger
denklemini analitik olarak ¢6zmek miimkiin degildir ve bu yiizden Hartree-Fock metodu
kulanilabilir.

Relativistik etkilerin ve spin-yoriinge ¢iftleniminin ihmal edildigi durumda

zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi:
HY =EY (D

ile verilir. Bu denklemde; ¥ sistemi temsil eden toplam dalga fonksiyonu, £ toplam
enerji ve H ise relativistik olmayan toplam Hamiltonian iglemcisidir. M cekirdekli ve N
elektronlu bir atomik veya molekiiler sistem i¢in relativistik olmayan toplam Hamiltonian

islemcisi asagidaki ifade ile verilir:

o 2 ;2 STty Tamly Mo Ry (2)
= f; + fC + Ae7C + I}e—e + I}C*C

Burada;
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>

: ¢ekirdeklerin toplam kinetik enerji islemcisi,

¢
Ae : elektronlarin toplam kinetik enerji iglemcisi,
A@_C : elektron ile ¢ekirdek arasindaki niikleer ¢ekim enerji islemcisi,
AH : elektronlar arasindaki Coulomb itme enerji islemecisi,
I}C—c : ¢ekirdekler arasindaki Coulomb itme enerji islemcisi,

ile ifade edilir [1-3].

Born-Openheimer yaklasikligma gore; ¢ekirdegin kinetik enerjisi elektronlarin
kinetik enerjisi yaninda ihmal edilir. Bu yiizden Hamiltonian islemcisi sadece elektronik
Hamiltonian ve sabit olan ¢ekirdekler aras1 Coulomb itme enerji iglemcisinden olusur [4-

6]:

= NV2 M N p N N 1 M M Ly
RS bR S ”

R N oy2 M N P N N oq
Hy=-2 522 v 20 )

M M
elektronik Hamiltonian islemcisi olarak tanimlanir ve Ve = Zz i1se sabit olan

A=1 B>A4 AB

Z,Zg
R

A

Coulomb itme enerjisidir. Toplam enerji ise elektronik enerji ve sabit olan V. .

toplamindan olusur:

E=E, +V. . 5)

Hartree-Fock metodunda; (1) denkleminde ¥ ile temsil edilen toplam dalga
fonksiyonu i¢in Slater determinanti kullanilir. Hartree-Fock (HF) metodunda N elektronlu

bir sistemin toplam dalga fonksiyonu i¢in Slater determinant1 asagidaki gibi verilir [4-6]:
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U(%) U,(%) Uy (%)
| U(x) U,(%) .. .. Uy(x)

Y (%, %, ch)zW . . N . (6)
Ul(xy) U,(%y) - UN'(')?N)

Burada; U i()?i) fonksiyonlar1 molekiiler spin orbitalleri olarak isimlendirilir ve uzay

koordinatlarindaki tek elektronlu dalga fonksiyonlar1 ve spin koordinatlarindaki spin dalga

fonksiyonunun ¢arpimi seklinde ifade edilir:
U,(%)=¢(7)o(i) (7)

Bu denklemde; ¢, (17[ ) uzay koordinatlarindaki tek elektronlu dalga fonksiyonlaridir, a)(z' )

spin dalga fonksiyonudur ve agagidaki gibi ifade edilir:

w(i)= {;8 ve ali)= |%> B(i) =|—%> (8)

(6) denkleminde; iki satirin yer degistirmesi, determinantin isaretini degistirmesine
sebep olur:

W (X, X X X Xy ) = =P (X, Xy s X s X, Xy ) 9)

Bu yiizden; Slater determinant1 Pauli antisimetriklik ilkesine uyar.

(6) denkleminde; iki satirin ayn1 olmasi, determinantin sifir olmasina sebep olur:
W (X, Xy X e X ey Xy ) =0 (10)

Bu yiizden; Slater determinant1 Pauli disarlama ilkesine uyar.

Atomlarin enerjilerini ve elektron dagilimlarini tam olarak belirleyebilmek i¢in
Schrodinger denklemini sayisal olarak c¢oziimlemenin bir yolunu bulmak gerekir.
Schrodinger denklemini sayisal olarak ¢dzmenin bir yolu da varyasyon prensibine dayali
olan 6z uyumlu alan (Self Consistent Field, SCF) metodudur. Bu metot atom ve

molekiillerin elektronik yapisinin belirlenmesi i¢in kullanilan ana yontemlerden biridir ve
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elektron degis-tokusunun (exchange) etkisini de kapsamak {izere Fock ve Slater tarafindan
geligtirilmistir [4-6].

Bu yaklasim diger tiim elektronlarin ortalama potansiyellerinin hesaplanmasi i¢in
dalga fonksiyonlarmnin bilindigini varsayar. Bu sebeple hesaplamaya elektronlarin dalga
fonksiyonlarmin tahmini ile baglanir. Sonra incelenen elektron i¢cin Schrédinger denklemi
coziiliir. Elde edilen dalga fonksiyonu herhangi bir elektron tarafindan goriilen potansiyelin
hesaplanmasinda kullanilir ve bu iglem biitiin elektronlar i¢in tekrar edilir [4-6].

LCAO yaklasimina gore; Slater determinantindaki molekiiler orbitaller (spin

orbitalleri), atomik orbitallerin lineer toplami seklinde yazilabilir [7,8].

8,(F)=2.c, 2 (@ F) (11)

Burada; ¢, molekiiler orbital, y, atomik orbital ve ¢, HFR denkleminin ¢dziimiinden

bulunan varyasyonel parametredir (lineer kombinasyon katsayilar1).

Hartree-Fock enerjisi ise

_II/I*I:II//dV

12
[y yar 12

var

ile verilir. Bu enerji varyasyonel metotlar uygulanarak minimize edildiginde asagidaki

Fock denklemleri elde edilir.

OF u
P~ =0=>(F, -&S,,)c, =0 (13)
i p=l

P

Yukaridaki denklemden, her bir i degeri i¢in asagidaki HFR denklemi elde edilir:
(F, -¢8,)C, =0 (14)

(13) denkleminde S, ortme integralidir ve asagidaki gibi ifade edilir:

S, =4, ,dv. (15)
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F, ise Fock matrisini temsil eder ve

£, =9, ﬁ\¢q>+§<¢p ). (16)

J=

(2jj —I&_}.)

olarak ifade edilir. Burada # ; kinetik ve potansiyel enerji terimlerinden olusan bir-
elektronlu Hamiltonian islemcisidir ve

h=T+V (17)
seklinde ifade edilir. (16) denkleminde jj iki-elektronlu Coulomb islemcisidir ve
J,=]4,(2)2(12)4,(2) a7, (18)

ile verilir ve K ; 1se iki-elektronlu degis-tokus islemcisidir ve

K, =[¢(2)g(1.2)P(1,2),(2)av, . (19)
seklinde tanimlanir [4-6].

1.3. Literatiirde Kullanilan Baz Fonksiyonlar

Dalga fonksiyonu tabanli elektronik yapi hesaplama ydntemlerinin dogrulugu
secilen baz fonksiyonlarin tipine baghdir [4-6]. Schodinger denkleminin iyi bir yaklasik
¢coziimii i¢in kullanilan baz fonksiyonu iki onemli 6zelligi tagimalidir. Bunlar; merkezde
Kato’nun simnir sart1 [9] ve sonsuzda sifira exponansiyel bir sekilde yavas gidistir [10].

Bir baz fonksiyonunun agagidaki gibi verilecegi genel bir kabuldiir:
Soim (r’0’¢)=](;11(r)slm (49,(p) (20)

Burada; f, (r) polinomu i¢in farkli kabuller olmasina ragmen, S, (49, gp) ile verilen agilara

bagli kismim kiiresel harmonikler oldugu kabul edilmektedir. Kiiresel harmonikler

asagidaki gibi verilir [1,11]:
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S, (0.90)=2 (cos0)®,, (p) (21)

Burada; 9 (cos 6?) fonksiyonu normalize olmus bagli Legendre polinomudur ve

1 21+1(1—|m|)/17 2 @™ /
g’)’”(x)zz’zf{ 2 (1+]m])! (=) (1) 2)

ile tanimlanir [11]. Normalize olmus bagli Legendre fonksiyonlarinin analitik ifadesi [12]

(COS 0)1—(2k+m) (Sine)(Zker) (23)

k=1 (Im|-m)

bi¢imindedir. Burada C} katsayisi

_ k 1/2
c,’;z( ) {?F,k(1+km+m(1—k)fzk(l—mm(2k)} (24)

2m+2k

seklinde ifade edilir. (21) denkleminde (Dm((p) ise ylizey kiiresel harmonigi olarak

tanimlanir ve

kompleks kiiresel harmonikler i¢in

g
= 25

m (¢) \/ﬂ ( )

reel kiiresel harmonikler i¢in ise
cos|m| p;, m=0 ise
1
@, (p)=——— 6)
(o) z(1+6,,)

sin|m|(/); m<0 ise

ile verilir.
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Sekil 1°de Kato’nun sinir sart1 saglandigi halde, Sekil 2°de Kato’nun smir sarti
saglanmamaktadir. Ayrica, Sekil 1°de dalga fonksiyonunun sonsuza gidisi yavas oldugu
halde Sekil 2’deki sonsuza gidis olduk¢a hizhidir. Iyi huylu bir dalga fonksiyonu
yukaridaki bahsettigimiz sartlar1 saglamalidir (Sekil 1). Sekil 2 ile verilen dalga fonksiyonu

elektronik yogunlugu iyi temsil edemez.

Sekil 1. e *’in grafigi Sekil 2. e *nin grafigi

Literatiirde yaygin olarak kullanilan baz fonksiyonlari; Slater tipli orbital (STO) ve
Gaussian tipli orbital (GTO)’lerdir. Bunlarin yani sira; Bessel tipli orbital (BTO), Laguerre

tipli orbital (LTO), sturmianlar, diizlem dalga gibi baz fonksiyonlar1 da mevcuttur.

1.3.1. Slater Tipli Orbital (STO)

Slater tipli orbitaller [13,14], cekirdege cok yakin ve g¢ekirdekten ¢ok uzak
degerlerde tam dalga fonksiyonlarmin iki 6zelligini de gdsterme avantajina sahiptir. Yani,
STO’ler ¢ekirdege yakin yerlerde Kato sinir sartlarini [9] ve ¢ok uzak bolgelerde sifira
yavas bir sekilde gittiginden dolay1 [10] elektron yogunlugunu oldukea iyi bir sekilde verir.

En genel sekilde STO’ler kiiresel koordinat sisteminde

Xun (§:7)=N,(£)r"e’S,, (6.0) (27)

seklinde tanimlanir. Burada:

B (24,):14—1/2 28
N.(6)= T(2n+1) (25)
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normalizasyon sabiti, §,, (49,(0) reel kiiresel harmonik [11], { varyasyonel bir parametre

ve T'(n) ise Gamma fonksiyonudur [15].

STO’ler elektron yogunlugunu iyi bir sekilde vermesine ragmen cok-merkezli
molekiiler integrallerini (6zellikle iig- ve dort-merkezli integraller) hesaplamak oldukca
zordur. Bu yiizden, 1990’11 yillara kadar STO’ler elektronik yap1 hesaplamalarinda fazla
tercih edilmemekteydi. Uygulamali matematik ve bilgisayar teknolojisindeki gelismelerle

beraber STO’lerin kullanimina son yillarda artan bir ilgi vardir [16,17].

1.3.2. Gaussian Tipli Orbital (GTO)

STO’ler kullanildiginda ortaya c¢ikan ¢ok-merkezli molekiiler integrallerin
hesaplamalarindaki giicliikleri asmak i¢in Gaussian tipli orbitallerin elektronik yap1
hesaplamalarinda kullanilabilecegi fikri S.F. Boys tarafindan Onerilmistir. Boys’un

onerdigi GTO’ler kiiresel koordinat sisteminde asagidaki gibi ifade edilir [18,19]:
Gnlm (é/’f:) = Nn (g)rn7167§r2 Slm (0’ (/’) H (29)

Burada; §,, (Q,gp) reel kiiresel harmonik [11], { varyasyonel bir parametre, N, (a) ise

normalizasyon sabitidir ve:

o) (24,):14—1/2

T(n+1/2) G0

N, (&)=

ile verilir.

Iki farkli merkezdeki GTO’nun ¢arpim bagka bir merkezdeki tek bir GTO
cinsinden ifade edilebilir olmasindan dolayr GTO’lerin molekiiler integralleri Boys
integrali cinsinde ifade edilir [18] ve Boys integrali de cogunlukla niimerik metotlarla
hesaplanir [20,21]. GTO’ler kullanildiginda ortaya ¢ikan molekiiler integrallerin kolay
olmasina ragmen cekirdekte ve c¢ekirdekten oldukca uzakta elektron yogunlugunu iyi bir

sekilde ifade edemez.

1.3.3. Bessel Tipli Orbitaller (BTO)
STO’ler elektron yogunlugunu iyi temsil ettigi i¢in ve fakat molekiiler integralleri

oldukga zor oldugu i¢cin STO’ler BTO’lerin lineer kombinasyonu seklinde ifade etme fikri
9
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Steinborn tarafindan Onerilmistir [22]. Buna gore; y,,, (é’ ,17) fonksiyonu STO’i ve

B, (( 7 ) fonksiyonu da BTO’1 temsil etmek tiizere,

Zun (§:7)=9,(&) )K,ZB,,lm(C,F) (1)

yazilabilir. Burada;

F[%)=%+%[l—(—l)"}, (32)

Q,(¢)=¢""N, (<) (33)

Ve

()" (n=0)!(1+ p)12""

K! =
" (2p-n-1)!(2n-21-2p)!!

(34)

ile verilir. (31) denklemindeki BTO, kiiresel koordinatlarda asagidaki gibi verilir [22,23]:
B ($F)= N, ($)r'k,, (£7)S, (6.0), (35)

Burada; N, (é’ ) normalizasyon sabitidir ve

__ ¢
Nu(¢)= 2" (n+1)! (36)

seklinde verilir. (35) denkleminde IEH_L indirgenmis Bessel fonksiyonudur [15]:

. o (2n—j-1)0
k ( nJ ). 277l (37)
J=1 (]_1)-/ (n_])-/
seklinde ifade edilir. BTO’lerin Fourier doniisiimleri ¢ok basit bir matematiksel yapiya

sahip oldugu i¢in ¢ok-merkezli molekiiler integrallerin hesaplanmasi kolaydir.

1.3.4. Laguerre Tipli Orbitaller

Hidrojen ve hidrojene benzer atomlarmm dalga fonksiyonlarinin Laguerre
polinomlarmi igermesi fikrinden hareketle, elektronik yapi hesaplamalarinda Laguerre
polinomlarmi igeren bir baz fonksiyonu fikri Shull ve Lowdin tarafindan ileri siiriilmiistiir.

Kiiresel koordinatlarda Laguerre tipli orbitaller (LTO) asagidaki gibi verilir [24-26]:
10
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A (§.7) =N, (§)e LT (247) (38)

ile verilir. Burada L™, (2( r) bagli Laguerre polinomu [15] ve N, (é’ ) ise

oy [(n=1=1)1]
R )

seklinde tanimlanan normalizasyon sabitidir.

1.4. Molekiiler integrallerin Simiflandirilmasi

Atomik veya molekiiler sistemlerin HFR c¢o6zlimlerinde, baz setinin genigligi
(LCAO metodundaki atomik orbital sayis1) M olmak iizere; ortaya ¢ikan ¢ok merkezli
molekiiler integral sayis1 yaklasik olarak M’ tanedir. Kimyasal hassaslik smur1 igerisinde
atomik veya molekiiler 6zellik hesabi i¢cin bu ¢ok-merkezli molekiiler integrallerin ¢ok
hassas bir sekilde hesaplanmasi gerekmektedir. N-elektronlu sistemin HFR denkleminin

¢coziimiinde ortaya ¢ikan molekiiler integraller asagidaki tabloda verilmistir [4-6,16,17].

Tablo 1. HFR de ortaya ¢ikan ¢ok-merkezli molekiiler integraller.

MOLEKULER INTEGRALLER

Iki-elektronlu Molekiiler Integraller

Bir-elektronlu Molekiiler Integraller (Elektron Repulsion integrallari, ERT)

Bir merkezli Ortme integrali

integral

Niikleer ¢ekim integrali
Kinetik enerji integrali

Bir merkezli integral

Coulomb integrali

ki merkezli

Ortme integrali
Niikleer ¢ekim integrali

Iki merkezli integral

Coulomb integrali
Degis —Tokus integrali

integral Kinetik enerji integrali Hibrit integrali
Ug merkezli . . . - .. Hibrit integrali
integral Niikleer ¢ekim integrali Ug merkezli integral Degis-Tokus integrali

Dort merkezli integral

HFR denkleminde ortaya c¢ikan bir- ve iki-elektronlu molekiiler integraller

asagidaki gibidir [4-6,16,17]:

11
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Bir-elektronlu integraller:

hnlm,n’l’m’ (é/’é/”‘ RAB’RBC) = IZ:I:;: (é/’f;ll)h/‘(rCl)Zn’l’m’ (é/” FBl)dl/I b (40)

Iki-elektronlu integraller:

! PR D —
gnlllml mlimy ;nylymy nylymy (éll 4 éll 4 42 4 42 ’ RAB ’ RBD ’ RCD ) -
(41)

ris)

= J‘J‘ z:lllml (41 ’ 17:41 ) an'll'ml' (41” 17:41 ) g( ::zlzm2 (42 ’ FCZ ) Znélz'mé (42’ ’ I_;CZ ) dl/ldI/Z '

seklinde temsil edilirler. Bu denklemlerde: 4(r,) bir-elektronlu islemei ve g(r, )ise iki-

elektronlu islemcidir. Bir- ve iki-elektronlu islemciler agagida verilmistir.

1 ortmeislemcisi
fz(ra) = —%Vél kinetik enerjiislemcisi (42)
— niikleer cekimislemcisi
Ter
. 1
g(ra)=— (43)
12

Bu islemciler kullanarak bir- ve iki-elektronlu molekiiler integralleri asagidaki boliimde

detayl1 bir sekilde incelenmistir.

1.4.1. Bir-elektronlu Molekiiler integraller

Bir-elektronlu molekiiler integrallerin en genel sekli (40) denkleminde verilmistir.
Bir-elektronlu integraller; bir-elektronlu fz(ra) islemcisine gore; ortme, kinetik enerji ve

niikleer ¢ekim integralleri olabilir [4-6,16,17].

Simdi bu integralleri ayr1 ayr1 inceleyelim:

1.4.1.1. Ortme integrali /(r.,)=1

i. Iki-merkezli ortme integrali

A# B igin (40) denklemi iki-merkezli 6rtme integraline doniisiir:

hnlm,n’l’m’ (g)g'f RAB’O) = Snlm,n’l’m’ (g’g,;RAB ) = .[Z:lm (g’?Al)Zn’l’m’ (C', ?Bl)dVl' (44)

12
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ii. Bir-merkezli ortme integrali

A — B igin (40) denklemi bir-merkezli 6rtme integraline doniisiir:

hnlm,n’l’m’ (é/’ é/”‘O’O) = Snlm,n’l’m’ (é/’ é/’,'()) = Il:lnz (é/”_;Al ) ln’l’m’ (é/” FAl)dl/I . (45)

A 1
1.4.1.2. Niikleer ¢ekim integrali /(7. )=—

1
i. Uc-merkezli niikleer cekim integrali

C # B # A igin (40) denklemi iig-merkezli niikleer ¢ekim integraline doniisiir:

. . . 1 ,
hnlm,n'l'm' (4’4 ’.RAB’RBC) = Unlm,n'l'm' (4’4 ’.RAB’RBC) = _[anm (4’ I )r_ Ko’ (4 »Tp1 )dVl : (46)

C1
ii. Iki-merkezli niikleer ¢ekim integrali
C — 4 igin (40) denklemi iki-merkezli niikleer ¢ekim integraline dontisiir:

B (E 63RO UL (EC5R) =] G

Al

X (&) AV, (47)

iii. Iki-merkezli niikleer ¢ekim integrali
C — B igin (40) denklemi iki-merkezli niikleer ¢ekim integraline dontistir:

(6.0 R 0) 20, (€8 R )= [ (C) L

Bl

Zine (&) AV, (48)

iv. Bir-merkezli niikleer ¢ekim integrali

C — A — B igin (40) denklemi bir-merkezli niikleer ¢ekim integraline doniisiir:

' * - 1 r —
hnlm,n'l'm' (;’ ; , O’ O) = Us’fv)”"'”" (;’ é"’- O) = janm (;’ Ty ) — Xowim (; o ) dVl . (49)

N

1.4.1.3. Kinetik enerji integrali /(7 )= —%VZCI

i. Iki-merkezli kinetik enerji integrali

C — B igin (40) denklemi iki-merkezli kinetik enerji integraline doniisiir:

Bnairnr (667 Rig 0) =T (6.6 R =—§ [ 2 (S0 Vi Zw (§F)aV . (50)

13
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ii. Bir-merkezli kinetik enerji integrali
A— B ve C— B i¢in (40) denklemi bir-merkezli kinetik enerji integrali’ne

doniisiir:

Le . . .
hnlm,n’l’m’ (é/’ é/”‘ O’ O) = 7‘;’!/}71,]’!'['!71' (é/’ é/”‘ O) = _Ejlnlnz (é/’ rAl )széll ln’l'm' (é/ ’rAl ) dV . (5 1)

1.4.2. iki-elektronlu Molekiiler Integraller (Elektron Repulsion integralleri)
Iki-elektronlu molekiiler integraller veya Elektron Repulsion Intgeralleri(ERI)

atomik orbital carpimlarina gore siniflandirilmaktadir. Bu ¢arpimlar yiik yogunlugu olarak

tanimlanmaktadir. Hamiltonian’deki iki-elektronlu terim g(r,)=r," Coulomb terimi

oldugundan farkli iki-elektronlu integraller atomik orbitallerin farkli atomlarda
merkezlesmesinden ortaya ¢ikmaktadir. Elde edilen en genel iki-elektronlu integral (41)

denkleminde verilmistir [4-6,16,17].

1.4.2.1. Bir-merkezli Elektron Repulsion Integrali
(41) genel denklemi ile verilen dort-merkezli ERI 4 — B — C — D durumunda

bir-merkezli ERI’ne doniisiir:

’ ’.
g-nlllm1 Jlimy nylymy nylm) (gl 4 gl 4 42 4 42 4 O’ O’ O)

1

* — r = * — r = (52)
= J.J.anllml (é/l’rAl ) ln{l{m{ (é/l o )r_l”’zlzmz (42’1/:42 ) lnélémé (42’1/:42 ) dl/ldI/Z
12

Bir-merkezli ERI literatiirde bir-merkezli Coulomb integrali olarak da adlandirilir.

1.4.2.2. iki-merkezli Elektron Repulsion Integralleri

ERI’leri icin verilen (41) genel ifadesi bazi1 6zel durumlarda iki-merkezli ERI’ne
doniisiir. Bu integraller literatiirde Coulomb, hibrit ve degis-tokus integralleri olarak da
bilinir.
i. Iki-merkezli Coulomb integrali

(41) denkleminde 4 — B # C — D durumda; dort-merkezli ERI, iki-merkezli

Coulomb integraline dontistir:

i r. D
gnlllml mlmy ;nylymy nylym) (é/l ’ é/I ’ 4/2 ’ 4/2 ’ 0’ RAC ’ 0)

. B o1, B . . (53)
= J.J.Z//nlllml (gl’rAl)Zn{l{n1f (ézl’rAl)r_l/nzlzm2 (4/2’FC2)Znélz'mé (4/2’FC2)dI/1dI/2
12

14
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ii. Iki-merkezli Degis-Tokus integrali

A— C# B— D durumunda (41) denklemi, iki-merkezli degis-tokus integraline
doniisiir:

gnlllm1 nlimy ;nylymy nalyms (é/l ’ é/l" é/z ’ 4/2’ RAB’ 0 0)

. (54)
.[.[anllml é/l’ Al)llnlllm1 (é/l’ Bl) Zzlnzlzm2 (4/2’ AZ)Z//nzlzm2 (4/2’ )dl/ldI/Z

iii. Iki-merkezli Hibrit intergali

A— B — C # D durumunda (41) denklemi iki-merkezli Hibrit intergaline doniisiir:

’
gnlllm1 lim] ;nylymy nylymy (é/l ’ é/l ’ é/z ’ 4/2 ’ 0 RAD ’ 0)

. (55)
- jjlnlllml é/l’ Al)l/nlllm1 (é/l’ Al) Zzlnzlzm2 (4/2’ AZ)Z//nzlzm2 (4/2’ )deV;

1.4.2.3. U¢-merkezli Elektron Repulsion Integralleri
i. U¢c-merkezli Degis-Tokus Integrali
A— C#B=#D durumunda (41) denklemi iic-merkezli degis-tokus integraline

doniisiir:

’
gnlllml niljmy ;nylymy ,nylym) (é/l ’ é/l ’ é/z ’ 4/2 ’ RAB ’ RAD ’ O)

. (56)
- .[.[anllml é/l’ Al)llnlllml (é/l’ Bl) Zzlnzlzm2 (4/2’ A2)2//nzlzm2 (4/2’ )dI/IdI/Z

ii. Ug-merkezli Hibrit Integrali

A— B# C# D durumunda (41) denklemi iig-merkezli Hibrit integraline dontisiir:

l r. D D
gnlllml mlimy ;nylymy ,nylymy (é/l ’ é/I ’ 4/2 ’ 4/2 ’ O’ RAD ’ RCD )

. (57
- jjlnlllnzl ézl’l/'Al)Z//nlllm1 (gl’rAl) 2//11212:712 (42’FC2)anlzmz (4/2’ )dV;dV;
1.4.2.4. Dért-merkezli Elektron Repulsion Integrali
A+# B # C # D durumunda (41) genel denklemi dort-merkezli ERI’ne doniisiir:
gnlllml lim] ;nylymy nylymy (é/l ’ 4/1" é/Z ’ 4/2 ’ RAB ’ RBD ’ R )
(38)

= J‘J‘Z//nlllm1 ézl’l/'Al)Z///ftlllm1 (é/l’ Bl) Zzlnzlzm2 (4/2’FC2)anlzmz (4/2’ )dI/IdI/Z '

1

15
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1.5. Molekiiler integralleri Hesaplama Yéntemleri
Molekiiler integrallerin tarihsel ¢oziim siirecindeki ¢aligmalar1 iki temel yaklagim

altinda toplamak miimkiindiir. Bunlar kisaca [17,27]

1.5.1. Tek Merkez A¢ilim Metodlar1
1.5.1.1. Zeta fonksiyon (Barnett-Coulson) Metodu,
1.5.1.2. Lowdin a-fonksiyon Metodu,
1.5.1.3. STO’lerin Tagmmas1 Metodu.

1.5.2. Integral Déniisiim Metodlar:
1.5.2.1. STO-nGTO Agilim1 Metodu,
1.5.2.2. Gaussian Integral Doniisiim Metodu,
1.5.2.3. Eliptik Koordinatlar Metodu,
1.5.2.4. Fourier Doniisiim Metodu,
1.5.2.5. Bessel Fonksiyon Metodu.

seklinde siniflandirilabilir. Bu tiir yaklagiklarin ortaya atilmasiin sebebi, STO’lerin radyal

kisminin integral altinda ¢ézlimiinde ortaya ¢ikan zorluklar: agmaktir.

1.5.1. Tek Merkez Acilim Metodlar:
Tek-merkez acilim metodu ile biitiin c¢ok-merkezli iki-elektronlu molekiiler
integraller veya elektron repulsion integralleri (ERI) bir-merkezli Coloumb integralleri

cinsinden ifade edilir.

1.5.1.1. Zeta Fonksiyon (Barnett-Coulson) Metodu
Molekiiler integrallerin ¢6zlim siirecindeki yontemlerden bir tanesidir. Bu metodun

temeli asagidaki iki temel formiile dayanir [28,29]:

" +m)! _
2 (eos6,) = 31 U e (s (59
rhm-le—ﬂr,, :i(2n ;l)a(cosga)énm (ﬂ,l’a,R) (60)
n=0 r

Burada & = Zeta fonksiyonu olarak adlandirilr, D ve 7T yardimci molekiiler

integrallerinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilir. Benzer sekilde bu metot
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kullanildiginda biitiin ¢ok-merkezli molekiiler integraller D ve T yardimci molekiiler

integraller cinsinden ifade edilir:
D/lnn(a’ﬂly;R)ZJ‘ : 7“”1’”“/2 (ﬂl") n+l/2 (yr)d (61)
R

R
mn (a ﬂ 7/ R) J‘rleiar[mﬂ/Z (ﬂr)[nH/Z (}/I’)dr (62)
0

Burada; /., (Br) silindirik Bessel fonksiyonu [m+1/2( Br) ve K, .. (yr) ise birinci ve

ikinci ¢esit Bessel fonksiyonudur [15].
Literatiirde tek-merkez ac¢ilim metodlar1 altinda sayilabilecek bagka metotlar da
vardir [29]. Ancak bu ve benzeri metotlarin temeli Zeta fonksiyon metoduna

dayanmaktadir [17].

1.5.1.2. Lowdin a-fonksiyon Metodu
Molekiiler integrallerin ¢oziim siirecindeki onemli yontemlerden bir tanesi de
Lowdin a-fonksiyon metodudur. Bu metot STO’leri asagidaki gibi sonsuz seri seklinde

ifade etmektedir [30-32]:

(20 (=) (21+1 2 (A=m)! .,
2 (EF) = e J /Z\/ (22+1) (A7 )/ i (&a,ra)S,, (6,9)
(63)

A=0
Burada; S,,(6,¢) kiiresel harmoniktir [11], &} ({a,ra) Léwdin-a fonksiyonu olmak

tizere asagidaki gibi tanimlanir:

n+l+ﬂ n+i .
212-21 l m Z ch,m l ] é/ )1 17/171(47)]—/171 (64)
i=0 j=0

o) ({a ra) (

ve H, sembolii ise

e ¢ [(—l)j e’ —e{’} L r<a ise
Hi/' = ) (65)
e [(—1)’ et —e’é“} L r>a ise

seklinde verilir. Burada: r radyal uzaklik, a merkezler aras1 uzakliktir ve
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QU
_l’_
=l
Il
~|

(66)

ile verilir. (64) denkleminde C}" (z', j ) fonksiyonu asagidaki gibi verilir [31]:

(l—%)/(/l—%)/ min{[i/2)1+A} min{[ j/2]1+A-K} (n+l+2/1—2K—2k)/

Cnlm ~, N\ — b l \ﬂ,
) (+m)i(A-m) &= &  (i—2K)/(j—2k)! sk (m12)
(67)
Burada; b, (Im\A) fonksiyonu ise
—m)! (A —m)! =K =) (A—k—-1)!
bzuxkk(lm\/l):(l m)!(l+m)!/(A=m)!/(A+m)!/(I-K-1)/(A—k-1).
' (1+2-K—k)I(I-3)/KI(A-1)/k! .

lini (-l+K+k+s-1)!
X
p— (l—m—s)/(l—l+s)/(—l+s—%)/(l+m—s)/

seklinde verilir.

Bu yaklasimda; iig- ve dort-merkezli integralleri iki-merkezli Coloumb ve iki-
merkezli 6rtme integrallerine indirger. Ayn1 zamanda son yillarda kullanilan Mathematica
ve Maple sembolik programlama dillerinde [33] programlamaya uygun bir metottur. Diger
tek merkezli acilim yOntemlerine gére sonsuz serinin uyumu olduk¢a iyidir. Fakat esit
olmayan orbital iistellerinde serinin uyumu yavastir ve buna bagl olarak da hesaplama

siiresi olduk¢a uzundur [16].

1.5.1.3. STO’lerin Tasinmasi1 Metodu
Bu metoda gore; uzayin herhangi bir @ noktasinda merkezlesmis bir STO’i uzayin

baska bir noktasi olan b noktasinda merkezlesmis STO’ler cinsinden asagidaki gibi ifade

edilir [34,35]:
0 -
Zan(EF)=lm Y Y 3 V2 (EE7R,) X (€0F) (69)

Bu denklemde; V¢

nlm, uve

(é,é'; f?ab) fonksiyonu:

~ 0
Voo (EER, )= D Qi (Q)S e (£.€7R,,) (70)

n'=v+l
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ile gosterilir. Burada Q, (N) fonksiyonu:

N

Q. (N)= > o, (71)

n'n""n'k
n'=max(n,k)

ve !, sembolii:

1/2

o, =(-1)""[F o (n'+1+1)F,_ (n'=1-1)F,__ (2n)] (72)
gibi tanimlanir. (72) esitliginde F, (n) ifadesi:
F,(n) n! (73)
m\7 _m/(n—m)/

seklinde ifade edilen binom katsayilaridir [15].

Basta iig- ve dort-merkezli olmak iizere, ¢ok-merkezli molekiiler integrallerin
¢coziimiine yoneliktir. Bu yaklagim diger tek merkezli acilim metotlar1 gibi iig- ve dort-
merkezli integralleri iki-merkezli Coloumb integrallerine doniistiiriir. Fakat farkli orbital
iistellerinde serinin uyumu yavastir ve biiyilk molekiillerin hesabinda, virgiilden sonraki

dogru anlamli rakam sayis1 yeterli degildir [17].

1.5.2. Integral Doniisiim Metodlar
Integral déniisiim metodlarmin en dnemlisi Gaussian Integral Doniisiim yontemi ve
Fourier Integral Déniisiim yontemleridir. Bu metodlar bagimsiz bir sekilde ele alindiginda,

bu yontemler matematiksel olarak esittir [4-6,16,17].

1.5.2.1. STO-nGTO Ac¢ilim1 Metodu
Bu doniigiim yontemi, diger integral doniisiim ydntemleri arasinda olduk¢a yaygin

olarak kullanilmaktadir [36-40].

0

X nim (g”j) = lim Z lilm (g)Gn,l,m, (gi’F) (74)

O—>w Py

Burada; C’

n

,m (é’ ) numerik yontemleri ile bulunan ag¢ilim katsayilar, G,, (4’117 ) ise (29)

denklemi ile verilen GTO’dir.
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Cok sayida GTO’lerin lineer toplamini alarak yaklasik olarak STO’lere
doniistirmek miimkiindiir. Literatiirde bu da STO-nGTO seklinde gosterilmektedir [36-
40].

0,2

exp(-r)
0.4*exp(-0.67% %)

0.6 + —— SUMI{STO-3 GTO)
— 0.2%exp(-0.16%¥*r)
— 0.3%expi-2.5%*)
0,4 H

0,2 e

Sekil 3. STO-nGTO agilimi.

Bu yontemde {i¢- ve dort-merkezli integraller, iki merkezli Coloumb integrallerine;
iic- ve dort-merkezli niikleer ¢ekim integralleri, iki-merkezli niikleer ¢ekim integrallerine;
iki-merkezli 6rtme integralleri, Boys integrallerine indirgenebilmektedir. Boys integralleri,
bir- ve iki-merkezli molekiiler integraller analitik degilde niimerik metodlarla hesaplanir

[20,21,36,40].

1.5.2.2. Gaussian Integral Doniisiim Metodu
Dort-merkezli molekiiler integrallerin ¢éziimiinde kullanilan ve 1. Shavitt ile M. Karplus
tarafindan gelistirilmis olan bir metotdur [36,40-44]. STO’leri GTO’ler cinsinden ifade

eden bir yontemdir.

e = %J‘Sﬂ%k” ds (75)
0

Burada; radyal kismi1 boyle ifade ederek biiyiik bir avantaj saglanir. Bu yontem ile ii¢- ve
dort—merkezli integraller, iki merkezli Coloumb integrallerine; iic- ve dort-merkezli

niikleer ¢ekim integralleri, iki merkezli niikleer ¢ekim integrallerine; iki-merkezli ortme
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integralleri, bir-merkezli temel integrale doniisiir. Biitlin ok merkezli molekiiler integraller
Boys integrallerine cinsinden ifade edilir. Boys integralleri, bir- ve iki-merkezli molekiiler

integraller niimerik metodlarla hesaplanmaktadir [20,21].

1.5.2.3. Eliptik Koordinatlar Metodu
Eliptik koordinat metodu kiiresel koordinatlar1 kutupsal koordinatlara doniistiiriir.

Bu metodda asagidaki koordinat doniisiimleri kullanilir [45-52]:

razg(/ﬁ-v) l’bzg(,u—‘/) P=P, =P
(I uv) C(1=pv)
cos@, = (a+) cosO, = (=)
1) (1-v2)]” 1) (1-v2)]”
sin@az[(‘u (‘L),(H,)V )] sin9b=[(‘u (Z(_V)V )] (76)
R 3
dv=(5j (,uz—vz)d,udvd(p
Ifu<ow -1<v <l 0<ep<2m

Eliptik koordinat metodu ile molekiiler integrallerin hassas hesabi, asagidaki
yardimc1 molekiiler integrallerin dogru ve hassas bir sekilde hesaplanmasina baglidir. Bu
integraller literatlirde Mulliken integralleri olarak bilinir. Bu integraller literatiirde sik¢a
calisilmigtir [45-52].

® 1

4,(4)= J‘x”e’gxdx B,({)= J‘x”e’gxdx (77)

1 -1

Eliptik koordinatlar metodunda; Mulliken integrallerinden farkli olarak asagidaki yardimei
molekiiler integraller ile de karsilasilir [46,51,52]:
1

E ({)= Tx"eé‘*dx D,(¢)=[x"e  dx (78)

0

Bu doniisiim yontemi ile iki-merkezli molekiiler integraller; An(§ ),Bn (( )

E, (( ) ve D, (( ) yardimc1 molekiiler integralleri cinsinden ifade edilir. Tiim iki-merkezli,
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bir- ve iki-elektronlu ve ii¢-merkezli niikleer ¢ekim integralleri, diger metodlardan daha
hassas bir sekilde hesaplanir. Ug- ve dort-merkezli integrallerin hesabi hala tam olarak

coziilemeyen bir problem oldugu bilinen bir gercektir.

1.5.2.4. Fourier Doniisiim Methodu

Cok-elektronlu kuantum mekaniksel sistemlerin  konum uzayinda Schrodinger
denkleminin ¢dziimiinde ¢oziilmesi zor ¢ok-merkezli molekiiler integraller ile karsilasilir.
Ancak, momentum uzaymda Schrddinger denkleminin ¢dziimiinde sadece tek-merkezli
molekiiler integraller ile karsilasilir. Yani, momentum uzayinda yapilacak olan kuantum
kimyasal hesaplamalarda c¢ok-merkez problemi asilmis olur. Momentum uzayinda
kuantum kimyasal hesaplamalar yapabilmek i¢in momentum uzayr dalga fonksiyonunun
bulunmasi gerekmektedir. Momentum uzayi1 dalga fonksiyonlarini elde etmek i¢in, konum
uzayindaki herhangi bir fonksiyonun momentum uzayindaki karsiligini veren Fourier

doniisiim metodundan faydalanilabilir [53-58].

Fourier doniisiim metoduna gore; konum uzayr dalga fonksiyonu y,, (é’ 7 ) ile

momentum uzay1 dalga fonksiyonu U, (é’ , ]3) arasinda asagidaki denklem cifti yazilabilir:

Zun (§F)=(27) " [e"U,, (¢, P)d’p (79)

U, (€.8)=(27) " [€7 1, (¢ F)dr (80)

Yukaridaki denklemlerde ™ diizlem dalgalardir ve kiiresel harmonikler ile kiiresel

Bessel fonksiyonlar1 cinsinden seri agilimi
0 /
+ipi AV *
e—p = 4”2 z (il) Jl (pV)S Im (Hr’¢r)Slm (Hp’¢p) (81)
1=0 m=—1
seklindedir. Burada j, (x) kiiresel Bessel fonksiyonu, S, (49, (p) ise reel kiiresel

harmonikleri ifade eder [15]. Bu ifade (80) denklemde yerine konulursa

U, (¢.5)=(=0) £,(£.2)S.(0,.0,) (82)

ifadesi edilir (Bu denklemler 2. bolimde daha agiklayict sekilde yapilacaktir). Burada
o (é’ , p) momentum uzay1 dalga fonksiyonunun radyal kismidir. Bu metotla molekiiler

integrallerin hesaplanmasi igin
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Fp($.¢'5R) j Ji(pR)dp (83)

é’ ” + p2 )m
yardimc1 molekiiler integralinin hesaplanmasi gerekir. Fourier doniisiim yontemi ile ¢ok-

merkezli molekiiler integrallerin hesaplanmasinda (83) denklemi ile verilen F' (a, ,B;R)

nm

yardimc1 molekiiler integralinin hesaplanmasi gerekir. Bu metodun hassashigi,
F (a B R) yardimct molekiiler integrallerinin hassas bir sekilde hesaplamasima baghdir

[17].

1.5.2.5. Bessel Fonksiyon Metodu
STO’lerin, BTO’lerin lineer toplamindan olustugunu (31) denklemi ile ifade
etmistik. Bu ifade kullanilarak; STO’lerin bir- ve iki-elektronlu integralleri, BTO’lerin

karsiligr olan bir- veya iki-elektronlu integrallerin lineer toplamindan olustugu

gosterilebilir [53,59,60]:

Bomiirar (6:€3R) = 2. Q,(O)K), (”,,Q,,r(é’)K,fr;r Mo ($,65R)  (84)

vE

(ST0) P
gnlllml n{l{my ;nylymy ,nylym) gl > gl s 42 b 42 H RAB b RBD 4 R Z £2pl (gl ) I(nlll

nj -l ny—1, ns—1y
< 2, QuNKE X QK 2 9u(G)KE - #9)

’ -1 I ’ H -1
Pl =F(%) 72 =F(L2 2) 7 =F(L2 5)

(BTO)
gnlllml Jlm{ snalymy nlm) gl 4 gl ’ 42 4 42 ’ RAB 4 RBD 2 R

BTO’lerin iki-merkezli 6rtme integralleri yine BTO’ler cinsinden ifade edilir [53]
Bu yontemin en 6nemli avantajlarindan birisi BTO’lerin Fourier doniistimleri ¢ok basit bir
matematiksel yapiya sahiptir ve digeri de iki farkli merkezli BTO nun ¢arpiminin baska bir
merkezde bir BTO cinsinden ifade edilebilir olmasidir. Bundan dolay: biitiin molekiiler
integraller, iki-merkezli 6rtme ve Coulomb integrallerinin hesaplanmasina indirgenir.
BTO’lerin iig- ve dort-merkezli molekiiler integralleri, ¢oziimii yapilabilen yardimci
molekiiler integrallere indirgenir. Bu metodun hassasligi, ortaya ¢ikan yardimci molekiiler
integrallerin hassas bir sekilde hesaplanmasina baghdir. Fakat yardimci molekiiler

integralleri hassas bir sekilde hesaplamak zordur, STO’lerin BTO’ler cinsinden seri
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acilimindan dolay1 integral sayis1 olduk¢a fazladir. BTO’ler cinsinden her bir integralin

hassas hesabi bu metodun basarisini artirir [53-58].

1.6. Tezin Amaci

Bir-elektronlu integrallerden iki-merkezli kinetik enerji ve iki-merkezli niikleer-¢ekim
integralleri iki-merkezli 6rtme integralleri cinsinden ifade edilir [61]. Bu yiizden; iki-merkezli
integrallerin hassas hesaplanmasi oldukca 6nemlidir.

Bir-elektronlu integrallerin hesaplanmasinda asagidaki durumlar i¢in bazi hassaslik

problemleri ortaya ¢ikar:

i. Esit veya hemen hemen esit orbital iistellerinde durumu,
ii. Birbirinden ¢ok farkli orbital iistellerinde ve ¢ok uzak ¢ekirdekler arasi mesafe
durumu,
iii. Birbirine hemen hemen esit orbital iistellerinde ¢ok uzak cekirdekler arasi mesafe

durumu.

Iki-merkezli drtme integralleri ile ilgili literatiirde oldukca fazla galisma mevcuttur. Bu
caligmalarin ¢ogu ya yukarida bahsedilen hassaslik problemlerinden etkilenir yada
matematiksel yap1 olarak ¢ok karmasik olup bilgisayarda programlamaya uygun degildir.

Bu calismanin amaci; STO’ler cinsinden iki-merkezli 6rtme integralleri i¢in yukarida
bahsedilen hassaslik problemlerinden etkilenmeyecek veya en az etkilenecek sekilde bir
analitik ifade elde etmektir. Elde edilecek analitik ifadenin Maple 13 sembolik programlama
dilinde [33] programlar1 yapilacaktir bu program kullanilarak, kuantum sayilari, orbital
iistelleri ve g¢ekirdekler arast mesafelerin ¢ok genis bir araliktaki keyfi degerleri i¢in elde
edilecek sonuclar literatiirde var olan sonuglarla karsilastiracaktir. Bu calismada, ayrica,
n,n'=1,2,3 i¢in mimkiin biitiin iki-merkezli 6rtme intgerallerin sembolik sonuglar1 da, bu

konuda ¢aligmalar yapacak olan kisilere kaynak olmas1 amaciyla, tablolar halinde verilecektir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Giris

Bu boliimde, konum uzay1 dalga fonksiyonu kullanildiginda ortaya ¢ikan cok-
merkezli intgeral problemi tek-merkezli integral problemine indirgeyen Fourier doniisiim
Harmanlama teoremi kullanilarak iki-merkezli Ortme integralleri analitik olarak
hesaplanacaktir. Bu hesaplamalar1 yaparken Birinci boliimde bahsedilen hassaslik
problemlerini agsmay1 amaglanir. Bunun i¢in iki-merkezli 6rtme integralleri hesaplanirken

ilk 6nce STO’lerin Fourier doniislimiinii inceleyelim.

2.2. Slater Tipli Orbitallerin Fourier Doniisiimii

STO’ler konum uzayinda (27) denkleminde asagidaki gibi verilir [13]:
X (§.F)=N, (£, (0,0) (86)

Burada; S, (49, ga) reel kiiresel harmonikleri temsil eder [11] ve N, (é’ ) ise (28) denklemi

ile verilen normalizasyon sabitidir.
Fourier doniisiim metoduna gore; konum uzayinda verilen bir STO’in momentum

uzayindaki karsilig1

U, (€.8)=(27) " [ 2 (¢ F)e 7 dr (87)

+i pF

ifadesi ile verilir. Burada e diizlem dalgasinin kiiresel harmonikler cinsinden seri

ifadesi (87) denkleminde yerine yazilirsa

o  +L

Uy (€.5)=(27) "N, (£)47Y D (<) S, (0.0,)

L=0 M=-L

(88)

X j rn+1€7§er (pr)dl"j Slm (er’¢)r)SZM (QP’Q")dQ

r=0 Q

elde edilir. (88) denkleminde kat1 ac1 iizerinden olan integral igin
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[8.,(6.9,)8:.(6,.0,)d2=5,0,, (89)

Q

ile verilen kiiresel harmoniklerin ortanormalligi ifadesi kullanilirsa

U (€.5)= 2N, ()Y Dro(£.0)5.,(0.0)
(90)
=(_i)l ﬁ/(g’p)Slm(er’wr)

bulunur. D, (é’ , p) ve M(é’ , p) yardime1 fonksiyonlar1 agagida incelenmistir.

23. D,(<,p) ve f,(¢ p) Yardimar Fonksiyonlar:

D, (é’ , p) fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilen bir integraldir:

D,(¢.p)= [ r'e j, (pr)dr 1)

D,(¢.p)=—17 4,(8) "™ (92)

ful&p)=——5 2 Bu($)p"™ (93)

Burada 4, (<) ve B;,(¢) sembolleri:
A (&) = (1) 222 (28) T (=l =) 1By, (n 1) F (145) (94)

rntasey B (n+1+1)F, (1 +5)

JE (), (20)F,  (n+1) (95)

; -1 ) 1+1
5 ()=
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seklinde ifade edilir. (92) denkleminde E (n/ 2) sembolii, 7/2 'nin en kiigiik tam degerini

ifade eder ve

ny n 1 n
E[;)—;—;[l—(—l) | 96)
seklinde tanimlanir.

D, (é’ , p) fonksiyonuna alternatif bir formiil bulmak i¢in, (91) denkleminde j, (x)

kiiresel Bessel fonksiyonunun Ek 1’de (163) ile verilen ifadesi kullanilirsa

s o) ([=k+1)!
é/p :z alkz 1) & A)gp [77g nml(fp)ﬂk n1+s1(§p)]

k=1 s=0 S./
97)
Bu denklemde g, sembolii icin Ek 1°’de (161) denkleminde verilmistir. (97)

denklemindeki Cn(§ , p) ve Sn(§ , p) fonksiyonlariin integral sekli asagidaki gibi

verilmigtir [15]:

C,(¢,p)=[x"e" cos(px)dx (98)

S.(¢.p)

T < sin (px) dx (99)

Bu denklemlerin bazi 6zel durumlari igin literatiirde bazi analitik ifadeler vardir [15]. (98)

ve (99) denklemlerine baz1 matematiksel iglemler uygulanirsa asagidaki analitik ifadeler

kolayca bulunabilir:

C(Ep)=—r S O R ()t (100)
(Pz + 4/2) k:%[l—(—l)"}
Sn (é/,p) _ n! n+ (2)(_1)%F;{(n+l)ézn—k+1pk ) (101)

ve bu ifadeler bilgisayarda programlamaya olduk¢a uygun ifadelerdir.
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2.4. iki-merkezli Ortme Integrali

7 noktasinda merkezlesmis bir y, (é’ ,17) ile 7—R noktasinda merkezlesmis

baska bir y,,,. ({ F— f?) ’in birbirini 6rtmesi ihtimali asagidaki gibi verilir:
Snlm,n’l’m’ (é/’é/';l_é) = Il:lm (é/’}_;) ln’l’m’ (é/";: - R)dSr : (102)

Fourier doniisiim harmanlama teoremine [11] gore; iki-merkezli 6rtme integrali asagidaki

gibi yazilabilir:
Snlm,n'l'm’ ((’ éd; ]_é) = .[U:lm (;; ﬁ) Un’[’m’ (éd’ ﬁ) e_iﬁkd:;p (103)

Burada U,, (£, p) ve U,

n'l'm'

(é’ ', ]3) fonksiyonlari, (90) denklemi ile verilen STO’lerin

momentum uzay: dalga fonksiyonudur. (81) denkleminde verilen e diizlem dalgasimi

(103) denkleminde yerine koyulursa asagidaki ifade elde edilir:

Snlm,n'l'm' (;’ ;l"k) = 8 i % (st n+ll '+l ; ; R z (;lfrf‘/l[m S ( )
L=0
(104)

Burada; G, fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:
Gt = [ 51,(0.0) S, (0.90) S, (6,0)dQ (105)
Q

Bu integralin analitik ifadesi Gaunt katsayilar1 cinsinden asagidaki gibi verilir [63]:

w20 +1

Iml'm'" —

M (im,1'm") 4, (106)

mm'

4

Bu denklemde verilen C*" (lm,l 'm') fonksiyonu Gaunt katsayilari ile iliskilidir ve
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M (Im,I'm") = 2 .[El?m (cos0)2,, (cos0)9,, (cos)sinOdb
0

2L+1
(107)
C*(Im;I'm") ; M| :|m—m’| ise
CH(Im;I'-m'") ; M|:|m+m’| ise
seklinde ifade edilir. Burada C* (lm,l 'm') Gaunt katsayisidir [64]. Gaunt katsayilar1
-r|sL<(1+1). (108)

ile smirli L ’nin ikiger adimlarla artan degerlerinde tanimlhidir, diger L degerlerinde Gaunt

katsayilar1 sifirdir. (106) denkleminde verilen 4" fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanr.
2
Ay =27 [ @, (0)®,, (0)®,, (¢)de (109)
0

A", fonksiyonu analitik olarak

1 ns 1 :
Mo _ __|4ym—m = gmtm
Amm' - \/5{2 nmm' } 5M,amm,‘m7m,‘ + \/577/71/71' 5M,5mm,‘m+m,‘ (110)
ile verilir [63]. Burada:
+1 ; m>0 ise
Er = En £, ={ e (111)
-1 ; m<0 1se
im0 ; (m=0) veya (m'zO) veya (mim'zO) ise (112)
" ee e, . digerdurumlarda

seklinde ifade edilir. (108) denklemindeki sartlar géz Oniine alindiginda ve (106)

denklemini (104) denkleminde yerine koyulursa, iki-merkezli 6rtme integrali i¢in asagidaki
ifade elde edilir:
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1+l

Snlm,n'l'm’(é/’é/’;ﬁ)z Z ()DjJrLlanrll é/ é/ R Z HnLlanm é/ é/’)SLM (9’¢) (113)

L=[I-1|

Burada; H-” ({ N ') fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanir:

nlm,n'l'm'

i (€.67) = (F0) 774N, ()N, (¢)L+ 1)z ¥ (im m) 43, - (114)

(113) denkleminde Z @) sembolii Gaunt katsayilar1 ile iliskili olan toplammn ikiser

adimlarla yapildigini1 gosterir ve denklemde Dnln 7 ({ N4 ';R) yardime1 integrali alt

boliimde detaylari ile birlikte verilir.
Kompleks kiiresel harmonikler kullanilarak elde edilen iki-merkezli Ortme

integralin analitik formiilii yukaridaki adimlar kullanilarak kolaylikla elde edilir

1+

Sumtn (§ 7 R) = X D H i (§.8) D 1ar (6 R)Y, i (0,0). (115)

L=|1-1

Burada H flm‘n',m' (é’ N ') semboliinii asagidaki gibi tanimlanir:
H o (6,8 = (<1 an (O)N, () (2L +1) /7 C (im,I'm')5,,,. (116)

Bu denklemde verilen 6 . sembolii iyi bilinen kronecker delta fonksiyonudur [11]. (115)

mm'

denklemindeki Y, (6,¢) fonksiyonu ise komplex kiiresel harmonik olarak bilinir [11].

Y, (0,0)=9,(cos0)®, (¢) (117)

D, ((p) kompleks kiiresel harmonik fonksiyonu i¢in ifade (25) denkleminde verilmistir ve

9 (cos 0) fonksiyonun analitik ifadesi (23) denkleminde verilmistir.

2.5. Yardimc1 Molekiiler Integraller
Bu boliimde, iki-merkezli 6rtme integralini hesaplarken karsimiza ¢ikan yardimci

molekiiler integrallerin analitik hesab1 daha detayl bir sekilde incelecektir.
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2.5.1. D*",

nln' I

(¢£.¢';R) Yardimer Molekiiler integrali

D, ] o (( - R) yardimc1 molekiiler integrali (104), (113) ve (115) denklemlerinde

karsimiza ¢ikar ve bu denklemin integral sekli asagidaki gibidir:

Dy} (£, R)

j *D,(¢.p) Dy (£'.p) J, (PR)dp (118)

0

(92) denklemindeki D, (é’ , p) ve D, (é’ ', p) fonksiyonlarmi (118) denkleminde

kullanilirsa Dn L 1 (é’ N4 ';R) yardimc1 molekiiler integrali i¢in asagidaki ifade elde edilir:

Dlenl(;JéA;R): Z A Z A Fl+l+2s+2s+2L(é,é, R) (119)

s=0

Burada; F"f (é’ N4 ';R) yardimc1 molekiiler integrali 2.5.2’de detayli bir sekilde

aciklanacaktir.

2.5.2. F!(<,¢;R) Yardimer Molekiiler integrali

I’Hl

mL
nn'

(é’ Nk R) yardimc1 molekiiler integrali asagidaki gibi verilir:

Foi($.¢R =T -Jj. (PR)dp (120)
0 (p*+¢7) (p +¢7)

mL
nn

''R) yardimc1 molekiiler integrali hesabr icin, ( p* + ¢ (PP e B ifadesinin
y g P p

daha farkli bir yazimina ihtiya¢ vardir. Bu ifade asagidaki gibi yazilabilir [12,71]:

—Jj-1

(7 +8) (P 46?) =S (€N +8) T A () (5 47
| (121)

Burada y/ , sembolii asagidaki gibi tanimlanr.

n+n)+l

7o (6.8)=(-1) Eyy (nn'=i-2)(&7=¢7) (122)
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(121) denklemindeki ifade kullanilarak F"* (é’ N4 ';R) yardime1r molekiiler integrali i¢in

asagidaki analitik formiilii elde etmek oldukga basittir:
Fn’Z'L(é/’éd"R Z}/rm é/ é/ mt+1 é/R z}/nn é/ é/ m/+l(é/ R) (123)
¢ =¢" 6zel durumu igin, (123) denklemi asagidaki sekle indirgenir:

Fn(¢.¢R)=E,,. (¢ .R) (124)

E (é’ R) yardimct molekiiler integrali (123) ve (124) denklemlerinde karsimiza ¢ikar. Bu

yardimci fonksiyonu alt boliimde detayli olarak agiklacaktir.

2.5.3. E, (¢, R) Yardimer Molekiiler integrali

mn

E ({ R) yardimc1 molekiiler integrali asagidaki gibi tanimlanr.

E, ({.R)=|———J,(xR)dx (125)

O"—-S

x+§)

Burada j, (xR) kiiresel Bessel fonksiyonudur [15]. Kiiresel Bessel fonksiyonu i¢in Ek

1’de verilen (164) denklemini (125) denkleminde yerine koyulursa:

E(%) o m-2k-1 E(5Y) © m-2k-1
Bl (6R)= Y, iy [ sin(r— ) v+ Y.~ [ cos(x—)dr
i R 0(x2+é’ im0 R 0(x2+é'2)
(126)
Bu denklemde siniis ve cosiniis ifadelerini trigonometrik ifadelerinden yararlanarak
L 1y |cosx  L=tek ise
sin(x——” = (=1 > (127)
2 sinx L =cift ise
L 1 |sinx  L=tek ise
cos| x—=Z | =(-1)" o (128)
2 cos X L =cift ise
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yukaridaki ifadeler elde edilir [15]. (127) ve (128) ifadeleri (126) denkleminde yerine

yazilirsa

F (L 25 B E (L
£L, (6 R) = 2 gt ()™ G (€R)+ X 2t ()1 G, (€08)

(129)

elde edilir. (129) denklemindeki G,, (&, R) sembolii

Jw($R)  m=gift ise

G,.(¢R)= (130)
1,.({,R)  m=tek ise

ve F (%) sembolii

F(2)-243[1-¢] (131)

seklinde verilir. (130) denklemindeki J, (é’ ,R) ve [ (é’ ,R) yardimc1 molekiiler
integralleri 2.5.4’de detayli olarak aciklanacaktir.
E (( ,R) yardimc1 molekiiler integrali i¢in diger alternatif formiiller elde etmek

icin: kiiresel Bessel fonksiyonu i¢in Ek 1’ de (163) denklemini (125) denkleminde yerine

yazilirsa

AT RYACTRD Ve AT IR ]

(132)
elde edilir. (132) denkleminde J,,({,R) ve I, (¢, R) yardimer molekiiler integralleri
icin detayl bilgi 2.5.4°de verilmistir.

Kiiresel Bessel fonksiyonu jn(x) 'n Ek 1’de (158) denkleminde verilen ifadesi

(125) denkleminde yerine yazilirsa, E'

mn

(é’ ,R) yardimc1 molekiiler integrali tekrarlama

bagntisi elde edilir:

21+1

E. ({.R)= E,.. (¢ R)-E, ({.R). (133)
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Bu denklem ile keyfi /,m ve n durumlarmda E ({ ,R) yardimc1 molekiiler integrali

hesaplanmasi i¢in bazi baslangi¢ degerlerinin bilinmesi gerekir. Bu baslangic degerleri

asagida verilmistir:

E, (¢.R)=R"IL,,,(¢.R) (134)

E, (¢.R)=R"I,,,({,R)-R"J, (¢ R) (135)

Bu denklemdeki 7, (¢{,R) ve J,, (£, R) yardimer molekiiler integralleri Bolim 2.5.4°te

analitik olarak hesaplanmustir.

254. J, (¢R) ve I, (S, R) Yardimer Molekiiler Integralleri

(2.43) ve (2.45) denklemlerinde karsimiza ¢ikan J,, (£, R) ve I, (¢, R) yardimer

molekiiler integralleri agagida verilmistir:

lﬂ

cos(Rx)dx (136)

T ($R) =
x+§)

O'—:S

Ve

I (R :T sin(Rx)dx (137)
0 x +§)

J, . (é’ ,R) ve [ (é’ ,R) yardimct molekiiler integrallerin tanimli olabilmesi i¢in;

bu fonksiyonlarin pay kisminda x’in en yiiksek mertebesi, payda kismindaki x ’in en
yiiksek mertebesinden en az iki eksik olmalidir.

Literatiirde [11], bu tip yardimec1 fonksiyonlarin bazi 6zel durumlar: i¢in ifadeler
mevcut olmasina ragmen genel durum i¢in ifadeler mevcut degildir. Bu fonksiyonlarin

genel durumlari i¢in analitik ifadeler Rezidii teoremi uygulanarak kolayca bulunabilir:

n—1 k (_ 27
I (CR)=7e "> F  (2n—k- 2)2%(24)’“‘*"1’2”“ R, (138)
= = 2 (k—s)/

(m:¢ift, m<n+2)
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3m+l

— —¢R < & 1 o F; (m) k—s+m-2n+1 _jp_
1, (S R)=me**Y F,, (2n-k-2) Z 2"” I (2¢) R (139)
k=0 s=0 —S !

(m: tek, m<n+2)
Bazi durumlarda J,, (¢ ,R), I.,,({.R) ve I,,(¢{,R) formillere ihtiyag duyulur. Bu

yardimct1 fonksiyonlari i¢in asagidaki ifadeler elde edilir:

7Z'€7§R n-1 (21’1 k— 2) .

i 26R) 140

On(é/ ) (2;)2,1—1(” 1)/k=0(n k — 1)/k/( 4 ) (140)
_ T |, ,gR’”F,{ n+k 1 nk-1 gR)n—kﬂ-fl

(ER) =g e Z;' (n—k—s—1)! | (141)

Ifl_o(éyR)=%. (142)

Bu ifadeleri Rezidii teoremi ile elde etmek kolaydir.

J, . (é’ R) yardimc1 molekiiler integralinin tekrarlama bagmtisini bulmak i¢in (136)

denklemini (x2 +¢ 2) ile carpip béliiniirse:

0 m+2 © m
g, C R =.[—Hcos(Rx)dx+§zjx—,mcos(Rx)dx (143)
0 ( ) 0 (x2 + (2)
elde edilir. Boylece
Jmn (é/’R) = Jm+2,n+l (é/’R) + é/ZJm,nJrl (é/’R) (144)

bulunur. (144) denkleminde m — m—2 ve n - n—1 yazilirsa

J(CR)=J, 5, (& R)-C, L, (SR). (145)

ile verilir. Bu denklemde sinir sart1 (140) denkleminde verilmistir.

I (é’ ,R) yardimcr molekiiler integralinin tekrarlama bagmtis: icin J, (é’ ,R)

yardimc1 molekiiler integraline benzer olarak asagidaki ifade bulunur:
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1,(¢.R)=1,,,,({.R)-¢1,,,(S.R). (146)

Bu denklem i¢in bazi sinir sartlar1 (141) ve (142) denkleminde verilmistir.

2.6. iki-merkezli Ortme Integrallerinin Incelenmesi
Iki-merkezli Ortme integrali icin elde ettigimiz (113) denklemini bazi1 6zel

durumlarda incelenmesi hesaplamalarda bize kolaylik saglar.

2.6.1. Lined-up Koordinat Sisteminde Iki-merkezli Ortme integralleri
Iki- merkezli 6rtme integrali icin nonlined-up koordinat sisteminde (113) denklemi

ile verilir. Bu denklem lined-up koordinat sistemine basit bir sekilde indirgenir.

, &L (2) 2L+1 2L ,
Snlm,n'l'm(é,’é/ "R): Z 472_ nlmnlm(é’ é’)Dn+lln+ll (é”é/ ’R) (147)
L=|I-I'
Burada H., .. (£.¢") (114) denklemi ile verilir.

2.6.2. Esit Orbital Ustellerinde iki-merkezli Ortme Integralleri
Iki- merkezli értme integralin nonlined-up koordinat sistemindeki degeri (113)
denklemi ile verilir. Bu denklemi esit orbital iistelleri i¢in incelendigimizde elde edilen

denklem bilgisayar programi hesabinda analitik bir kolaylik saglar.

I+l

Sumurn ($-6R)= 2 D00 ($.65R) Z Ho o (£.6)S,,(6,0)  (148)

L=‘lfl ‘ M=-L

Burada Dj IL” 7 (é’ N ;R) yardimc1 molekiiler integrali:
2,L E(%) 7] l l+l +25+25'+2,L
Dy ($.6R)= 2 A Z 45 (¢ (¢.¢R) (149)
s=0

I’lll

ile verilir. Bu denklem de F'/**+2+2% (¢.¢,R) yardimer molekiiler integrali ise

F;:1+2?+2Y+2L (é/ é/ R) l+l +25425"+2,n+n" (é, R) (150)

seklinde verilir. £ ,i‘n (é’ , R) yardimc1 molekiiler integrali (126), (129), (132) ve (133)

denklemleri ile verilir. (149) denklemini (150) denkleminde yerine yazilirsa
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Dnz,ylL;n',l'(é,’é,;R): Z A Z Anl l+l+2\+2\+2n+n (é, R) (151)
ifadesi elde edilir.
2.6.3. Iki-merkezli Ortme Integrallerinin Bazi Simetri Ozellikleri

Iki-merkezli drtme integralileri icin baz1 simetri ve bazi1 6zel degerleri asagida

verilmistir:

i. Orbital iistellerinin yerdegistirmesi durumu:

Sumatn ($:€ R) =S, (86 R) (152)

ii. O=x ve =0 durumu:
Snlm,n'l'm' (é/’ é/’;R’ﬂ-’O) = (_I)HIV Snlm,n'l'm' (é/’ é/”‘R) (153)

V4
iii. =7 ve ¢ = B} durumu:

Snlm,n'l'm’ (é/’ é/’; R, ﬁ,%) = O

(154)
iv. 6’2% ve ¢ =0 durumu:
nlmnlm (é/ é/ R E Oj LZ] MZLHnLIf:nlm ) n+lln+ll (é/ é/ R)
(155)
(L-M)/2 12
LM (—1) 2L +1
X[H(_l) }Wzm[ 2 F{LM)/Z(L_M)FiLM)/Z(L_FM)}
MO

Elektronik yap1 hesaplamasi yapilirken incelenecek molekiil i¢in yukaridaki 6zel

durumlar dikkate alindiginda molekiiler integraller daha sade olur.
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3. BULGULAR

3.1. Giris

Bu boliimde; iki-merkezli Ortme integralleri i¢in elde edilen (113) denklemi
nonlined-up ve lined-up koordinat sistemlerinde incelenmistir. Her bir koordinat sistemi
icin orbital iistellerinin esit ve farkli durumlar1 ayr1 ayr1 ele alinmistir. Bu durumlarda; iki-
merkezli Ortme integralleri i¢cin elde ettigimiz sonuglar mevcut literatiir degerleri ile

karsilagtirmali olarak tablolar halinde verilmistir.

3.2. Nonlined-up Koordinat Sisteminde iki-merkezli Ortme integralleri

Iki-merkezli Ortme integralleri icin elde edilen (113) denklemini nonlined-up
koordinat sisteminde esit orbital {iistellerinde ve farkli orbital iistellerinde ayri ayri
incelenmistir. Tablo 2. ve Tablo 3.’de literatiir ile karsilagtirmasi yapilip asagidaki gibi

verilmistir:

3.3. Lined-up Koordinat Sisteminde iki-merkezli Ortme Integralleri

Iki-merkezli 6rtme integralleri i¢in elde edilen (147) denklemini lined-up koordinat
sisteminde esit orbital iistellerinde ve farkli orbital {istellerinde ayri ayri incelenmistir.
(147) denkleminin literatiir ile karsilastirmasi Tablo 4. ve Tablo 5.’de asagidaki gibi

verilmistir.

3.4. iki-merkezli Ortme Integrallerinin Sembolik Degerleri

Iki-merkezli 6rtme integralleri i¢in elde edilen (113) denkleminin H ,flﬁf,n',m' (( N ') ,

Df,’f;n',,(é’ ,{";R) ve S,,(0,¢) fonksiyonlar: cinsinden sembolik degerleri Tablo 6.’da

verilmistir.
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Tablo 2. Nonlined-up koordinat sisteminde esit orbital {istelleri i¢in iki-merkezli 6rtme integralleri ve literatiir ile karsilastirma

Nu #n [| m o' om < R o Q Bu Cahsma-Denklem (148) Literatiir

1 1 0 0 1 0 0 3 8 135 60 0.819 204 196 108 564 E-08

2 1 0 0 2 1 -1 5 7 60 75 -0.410 123 340 946 025E-11

3 2 1 0 2 1 0 1 5 60 120 -0.432 351599 107 984E-01 0.432 351599 679 801E-01=
4 2 1 1 3 2 -2 42 25 150 240 0.338772 244 187 559E-02

5 2 1 -1 2 0 0 7 10 45 120 -0.236 577 329 682 335E-24

6 3 0 0 2 1 1 24 87 60 45 -0.177 249 242 202 590E-04

7 3 1 0 3 2 -2 8.5 3 30 150 -0.106 955482 213 348E-05

8 3 2 1 3 2 -1 6 8 120 30 0.130 668 808 053 713E-13

9 4 0 0 3 2 1 5 7 30 75 -0.161 942 626 004 865E-08

10 4 3 2 4 2 0 10 6 135 60 0.799 125 296 243 405E-17

11 4 3 -2 4 3 3 5 10 45 45 0.585687 152 816 476E-13 -0.585 687 153 306 300E-132
12 5 1 1 4 2 2 28 01 135 30 -0.242 163 040 402 902E-01

13 6 3 2 5 2 2 48 2.5 180 60 -0.889 717 464 593 064E-01 -0.889 717 464 593 021E-01b
14 7 4 3 2 1 1 6 4 270 90 0.000 000 000 000 000E+00

15 7 5 2 6 4 1 9 15 60 135 -0.282866 128 292 515E-41

16 8 5 2 4 3 3 7 10 30 45 0.592834 138181 001E-18

17 8 7 6 7 4 3 20 10 135 60 0.774 639 581 168 517E-02

18 8 4 1 5 4 -2 5 2.8 120 30 -0.277 005 262 568 415E-01

19 9 8 6 4 3 2 5 5 225 120  0.585217 748 329 977E-03

20 15 8 4 12 8 6 5 1 675 225 0.907696631707071E-01 0.254 324 413 255 912E-04¢
21 20 8 2 10 8 1 5 5 60 45 0.499 552 765 391 511E-02 0.793 865 462 132 564E-05¢

a.Ref. [65]; b. Ref. [66]; ¢. Ref. [12].
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Tablo 3. Nonlined-up koordinat sisteminde farkli orbital iistelleri i¢in iki-merkezli 6rtme integralleri ve literatiir ile karsilastirma

Nu n [ m n I m ¢ ¢ R 0 ®  BuGalisma-Denklem (113) Literatiir
1 1 0 0 1 0 0 5.8 42 05 30 135 0.450897 002 422 257E+00
2 2 0 0 2 0 0 2 4 5 30 60 0.214 404 132 575 179E-02
3 2 1 0 2 1 0 3 1 12.5 60 120 0.201912 763 169 784E-04 -0.201912 763 028 473E-042
4 2 1 1 2 0 0 7.5 5 6 60 45 -0.462084 402 132 088E-10
5 3 2 0 3 2 0 7.5 2.5 5 60 120 -0.680340 033 602 070E-04 -0.680 340 033 108 123E-04»
6 3 2 -2 4 1 -1 8.2 2.8 10 120 45 -0.155113 717 085 788E-09
7 3 2 1 2 1 -1 6 2 4 30 60 0.109 274 543 457 121E-02 -0.109 274 543 461 435E-022
8 3 2 1 2 1 -1 7 4 3 120 90 -0.000 000 000 000 OE+00 -0.850 274 361 752 408E-05»
9 3 2 2 5 4 3 8 2 5 45 135 -0.125678 719 872 587E-02
10 3 2 1 3 2 0 9.7 64 0.3 20 135 0.137 350 765 843 157E-01 -0.137 350 765 807 479E-01h
11 4 3 3 4 2 2 108 6.1 1.2 120 360 0.233 631800 354 459E-01 -0.233 631 800 354 459E-01h
12 3 2 0 6 4 2 7 3 10 60 45 0.842 184 944 081 159E-08
13 3 2 1 4 2 1 6 4 6 60 120 0.428499 712 626 897E-06 0.428 499 712 589 9517E-064
15 4 3 -2 4 2 2 9 1 0.2 135 18 0.274 236 922 021 951E-06 0.274 236 921 980 629E-06¢
16 4 3 2 5 3 1 6 4 30 45 60 0.790962 724 759 790E-43
17 4 3 1 8 2 0 9 1 5 75 135 0.199532 706936 267E-04
18 4 3 3 4 3 2 3 2 20 30 60 0.139582 818809 146E-13 0.375 545 611 854 747E-01b
19 5 0 0 5 2 -2 9.5 0.5 10 135 120 -0.171296 313 906 140E-02
20 5 2 1 3 2 1 8.5 1.5 8 0 0 0.689 238 548 601 327E-04 -0.689 189 107 874 328E-044
21 5 4 2 5 4 0 17 3 10 45 210 -0.134568733968 070E-10 -0.134 568 733 674 016E-102
22 5 3 1 6 4 3 5 5 15 60 120 -0.169478 615 625 621E-21
23 5 4 2 5 4 0 8.5 1.5 30 45 210 -0.227511176 683 287E-16 -0.227 511 176 683 283E-16¢
24 5 4 1 3 2 2 9 1 6 45 0 -0.280 668 210 890 022E-04
25 5 4 3 4 3 2 5.5 4.5 5 150 225 0.211 550298 505 245E-04 0.211 550 298 524 7438E-044
26 5 3 1 2 1 0 9.5 0.5 10 625 37,5 0.923952963712011E-05
27 5 4 2 10 5 3 4.5 5.5 5 60 120 -0.100631 042 896 157E-02
28 5 3 -3 12 3 3 3 1 5 20 22.5 -0.727 184 863 851 718E-07 -0.727 184 864 174 319E-072
29 6 2 1 5 2 1 7.4 1.4 0.1 45 80 0.517 527 643 277 711E-01 0.517 325 355 481 882E-01h
30 6 4 2 5 3 3 3.7 6.1 0.6 30 100 0.182 881883 670 195E-01 -0.182 881 883 670 196E-01h
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Tablo 3.’1iin devam

31 6 4 0 5 3 2 8.5 1.5 5 30 90 -0.791 634519883 753E-03

32 6 5 4 6 5 4 9 1 1 60 60 -0.313559813 948 906E-03 0.313557 072 294 360E-034
33 7 0 0 7 3 1 4.5 55 15 150 45 -0.117809939967 167E-16

34 7 4 1 5 3 1 85 1.5 40 45 210 0.646 179 948 324 138E-23 -0.200 183 868 910 395E-22¢
35 7 3 3 8 4 2 9.5 0.5 10 60 60 -0.695380081 752 340E-06

36 7 4 2 5 4 2 6 4 2.4 30 30 -0.875236532970927E-01 -0.875 236 533 673 173E-01f
37 7 2 0 3 2 2 7 3 5 135 270 -0.460220 383973 940E-03

38 7 4 3 7 5 3 6.25 375 24 45 0 -0.441 249 359 272 885E-01 -0.441 249 358 379 528E-014
39 8 3 2 1 0 0 9.5 0.5 0.5 135 60 0.979 885 559 885 764E-03

40 8 3 2 5 4 2 6 4 5 60 135 -0.217 405 683 423 409E-03

41 8 3 2 6 5 4 8 2 5 30 120  0.411702867 232 093E-05

42 8 7 -6 7 5 5 0.5 0.3 12 150 240 -0.115791967 786 329E+00 -0.444 987 258 245 886E-01P
43 9 0 0 2 1 -1 7.5 2.5 2.5 45 18  -0.490 739 800 223 237E-01

44 9 3 1 7 4 0 6.5 3.5 10 45 150  0.212856 280 570 926E-06

45 10 0 0 10 0 0 8 2 10 18 135 0.628 826 069 825 560E-02

46 10 3 2 10 4 2 7.5 2.5 10 180 0 -0.939 585 019 498 710E-04 -0.939 597 567 390 276E-044
47 10 4 1 3 2 0 6 4 20 45 120 -0.442 661 620 593 903E-28

48 10 7 6 2 1 1 8 2 15 45 135 0.125 298 855 123 668E-12

49 10 9 8 12 10 8 7 3 4 30 360  0.150981 944 333 770E-02 0.150 981 944 685 389E-02s
50 11 O 0 10 9 8 3.5 6.5 10 135 150 0.398 814 402 495 692E-07

51 14 11 7 13 10 6 2 8 2.4 15 10 -0.459 467 887 894 180E-03 0.448 032 207 619 290E-04¢
52 20 15 10 10 9 8 8.5 1.5 10 135 120 -0.539872 139429 768E-12

53 30 5 1 20 0 0 6.5 3.5 8 30 120 -0.248 382 514 327 029E+00

54 35 10 7 5 4 2 7.5 2.5 55 60 135 0.182 565 757 281 500E-14

55 50 O 0 45 10 10 7.5 2.5 5 60 90 -0.156 344 305010 000E-05

56 50 18 17 50 20 20 55 4.5 2 0 0 0.339 262 020 222 83E+00

a. Ref.[74]; b. Ref.[71]; ¢. Ref.[67]; d. Ref.[68]; e. Ref.[69]; f. Ref.[72]; g. Ref.[70]; h. Ref.[66].
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Tablo 4. Lined-up koordinat sisteminde esit orbital {istelleri i¢in iki-merkezli 6rtme integralleri ve literatiir ile karsilastirma

Nu n [ n [' A ¢ R Bu Cahgma-Denklem(147) Literatiir

1 1 0 1 0 0 0.1 1 -0.998337 284 566 342E+00 0.998 337 284 6E+002

2 2 0 2 0 0 7 3 0.422 257 625 109 558E-05

3 2 1 1 0 0 8 10 0.159861 703 597 276E-29

4 2 1 2 1 1 4 5 0.147 235073 762 861E-05

5 3 2 3 2 -2 6 15 0.571817 649 219 882E-33

6 3 1 5 4 -1 8 20 0.149 178 954 690 860E-57

7 4 0 4 0 0 5 10 0.921310591 628 422E-13

8 4 2 5 2 -2 10 2 0.116172 099 261 867E-03

9 5 0 5 0 0 01 14 0999637 189485 745E+00 0.999 637 189 410 385E+400v
10 5 3 6 2 2 8 5 0.684 818 851 361 660E-09

11 5 4 5 4 0 5 1 0.900 262 309 241 791E-02 0.900 262 309 241 791E-02¢
12 5 4 5 4 4 5 1 0.356 825986 845 748E+00 0.356 825986 845 748E+00¢
13 6 2 5 3 1 10 8 0.498 450 228 084 472E-22

14 10 7 8 1 1 25 10 -0.152138456890819E-01 0.152 138 456 890 817E-01¢
15 10 9 2 1 0 5 20 0.164 019 613 449 862E-27

16 21 10 9 8 6 9 5 0.538980 685 338 143E-04 0.538 980 685 338 283E-04c¢
17 30 10 14 10 8 7 5 0.135074 709 593 243E-01 0.135 4709 591 440E-01¢

a.Ref[75]; b. Ref[79]; ¢. Ref. [76].
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Nu 7 [ n I A ¢ ¢’ R BuCahgma-Denklem.(147) Literatiir

1 1 0 1 0 0 14 8.6 10 0.457 456 053 064 760E-06

2 1 0 2 1 0 1.3 2.3 0.2 0.412 584 974 248 920E4+00 0.412 584 974 249E+0b

3 1 0 4 3 0 5 5 10 0.635 661 124 564 457E-15

4 1 0 3 2 0 1.3 5.1 8.7 0.124 334 786 123 003E-04 0.124 334 786 123E-01b

5 2 0 1 0 0 8.5 1.5 3 0.120 764 230 874 474E-01

6 2 1 2 1 -1 6 4 5 0.838 344 285 006 804E-07

7 2 1 2 1 0 0.6 2.3 2.5 0.176 576 741 874 784E-01  -0.176 576 741 874 820 587E-01¢
8 2 1 2 1 -1 24 4.1 2.5 -0.254 205622 595 321E-01 0.254 205 622 595E-01b

9 2 1 3 1 -1 7.5 2.5 5 -0.419 145 487 283 526E-04

10 3 0 3 0 0 7 3 20 0.905 675 306 849 306E-22

11 3 2 3 2 1 8 2 5 -0.442 877 669 882 56E-03 -0.442 877 669 882 61E-034
12 3 2 2 1 1 2 4.2 8.7 -0.314 775 830 496 340E-05 0.314 775 830 496E-05P

13 3 2 3 2 2 5.8 4.5 8.7 0.793 431 054 947 724E-14 0.793 431 005 494 730E-14e
14 4 0 4 0 0 1.2 0.6 12 0.164 485 311 674 520E4+00

15 4 0 4 1 0 0.5 0.4 14 0.123 035 357 276 298E4+00 -0.123 035 086 894232E+00¢
16 4 2 4 3 1 7 3 16  -0.403 505950 326 376E-16 0.403 505 950 326 383E-16f
17 4 3 4 1 -1 4.8 5.2 14  -0.620 101 120 294 340E-21

18 4 3 6 5 0 19 0.1 100 -0.534413558059942E-05 -0.534 413558 059 944E-058
19 5 4 5 2 2 9.5 0.5 15 0.290 120 427 167 955E-06

20 5 4 6 3 2 7 3 1.2 -0.276907 023 118459E-01  -0.276907 022 118 569E-01¢
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21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

0 0 N N 9N o o v
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w O O 0O N N o o
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o
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c 0 U1 O O N H»H U1 O 3

R W R W R R
0 ©S N S &N

AN NN RO A AW WU

N & 3

A N W O W R R, N O WA NN DNDNW

9
14
6.5
8.5

4
9.5

5

6
2.5

14.4
1.3
1.8
8.5
4.8
9.5
7.2

1
0.6
35
1.5

3
0.5
0.1

4
2.5
9.6
0.7
0.2
1.5
1.2
0.5

16.8

5

ur oY U1 B

0.135988 156 410 248E-02
-0.321 391 598 542 938E-04
0.949 485 058 754 897E-10
0.176 861 050 692 233E-17
0.653 459 239 169 404E+00
-0.381 868 445 603 339E-06
0.107 437 341 693 227E-01
0.103 631 620 689 278E-02
-0.152 138 456 890 819E-01
-0.184 189 026 173 198E-09
-0.229 354 175 182 346E-01
0.913 905 854 064 306E-06
0.136 385 841 503 310E-05
0.948 379 220 832 556E-01
-0.470 039 545 615 360E-16
-0.115 825 653 267 175E-03

-0.321 391 598 543 04 3E-04s

-0.176 861 050 692 265E-174
0.110 477 764 970 217 E+004

0.107 437 3417E-01-

0.152138 456 890 817E-01s
-0.184 189 014 015 193E-09¢
-0.229 354 178 100 624E-01¢s
0.914 905 848 808 478E-06+
0.136 385 965 917 645E-05¢
0.948 359 636 822 715E-01s
-0.470 039 545 616 601E-16¢
-0.115825 616 305 187E-03¢

a. Ref[75] ; b. Ref[77]; c. Ref.[73] ; d. Ref.[78]; e. Ref.[71]; f. Ref.[69]; g. Ref. [76].
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Tablo 6. iki-merkezli 6rtme integrallerinin sembolik degerleri ( p=(nim), p'=(n'l 'm'))

’
p p Bu Cahsma-Denklem (113)
00 2,0
Ls ls HIOO,IOOSOODZO,ZO
00 2,0
2s H 562005000 56 30
1,-1 2,1
2p+1 _H100,21151,71D20,31
1,0 2.1
2p0 _H100,21051,0D20,31
1,-1 2,1
2p—1 _H100,217151,71D20,31
00 2,0
3s H100,300S00D20,40
1,1 2.1
3p+1 _H100,31151,1D20,41
1,0 2.1
3po _H100,31051,0D20,41
1,-1 2,1
3p—1 _H100,317151,1D20,41
2,2 2.2
3d+2 H 5652282205042
2.1 2,2
3d+1 H 5032182, D56 04
2,0 2,2
3d0 H]OO 320S2 D20 42
2,-1 2,2
3d—1 H100,32—152,—1D20,42
2,-2 2,2
3d72 H100,3272S2,72D20,42
2,0
2s 2s Hzoo 20050003030
11 2.1
2p+1 _H200,211S1,1D30,31
, 2,1
2p, H200,210S10D30 31
1,-1
2p, _H200,21 1S171D30 31
2,0
3s Hzoo 300S00D30 ,40
11
3p+1 H200311511D3041
2.1
3p0 200 310510D30 41
1,-1 2.1
3p71 _H200,317151,71D30,41
2,2 2,2
3d+2 H200,32252,2D30,4z
3d+1 Hzoo 321521D30 ,42
2,0 2,2
3d0 Hzoo,3zoSz,oD30,4z
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Tablo 6.’1n devami

2s 3d_1 H2266,13271S2,71D326,242
3d_2 H2266,2327252,72D326,242
2p+1 2p+1 _Hzof?,zllso,oDszf,Osl - (szf?,zllsz,o + szfiznsz,z )Dszf,zsl
2po _H22f11,21052,1D32f,231
2p—1 -H 201’(1),21—1S0,0D321,,031 - H 221’1,2217152,721)321’,231
3s H21’111,30051,1D321’,140
3p+1 _HZOI’?,3IISO,OD321’,O41 - (H;f?,31152,0 + szff,ulsz,z )D321’,241
2p+1 3p0 _H22f11,31052,1D321’,241
3p71 _HZOIV(]),SI—]SO,OD32]V,O4] - H22]';‘23]—]S2‘—2D32]“24]
3d+2 H;‘lll,322S1,1D321w}42 + (H;IJI,SZZSS,] + H;{31,322S3,3 )D321~?42
3d+1 H;‘]O]‘SZIS]‘ODSZI‘}42 + H23]‘2]‘32]S3‘2D32]“342
3d0 H;ill,320S1,1D321w142 + (H;{;}320S3,—1 + H23{11,320S3,1 )D321~?42
3d—l Hzl’101,327151,0D32f,l42 + (H;iil,zszflss,fz + Hz3i21,3271S3,2 )Dszf,}u
3d72 (H21)171f32—251,—1 + H21111,32—ZSI,1 )Dszf,lu + (H23i71,332—253,—3 + Hz3171,l327253,71 )Dszf,}u
2po 2po _Hzof(()),21oSo,oD32f,031 - szfg,21052,oD321’,231
2p71 - (szfa,lzplsz,q + H221’10,21—1S2,1 )Dszf,zsl
3S H 5’100,300S1,0D321’,140
3p+1 _szfi),311Sz,1D32f,241
3p, -H 31’8,31050,01)321’,041 -H 221’8,31052,0[)321’,241
3p71 _H221’8}31—1S2,—1D321’,241
3d+2 stf%),szzss,zDszf,sn
3d+1 H;110,321S1,1D32f,142 + stilo,32153,1D32f,342
3d0 H21’100,32051,0D321’,142 + sti%,szoss,oDszf,sn
3d—l (H;’17()1,327151,71 + H;)110,32—ISI,1 )D321’,142 + H2316}327153,71D32f,342
3d,2 H;;6?3272S3’72D321”342
2p71 2p71 _H;f?1,2171S0,0D321’,031 - (szl’gl,zl—lSz,O + szle,zlflsz,z )D321’,231
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Tablo 6.” 1n devami

2p, 3s H21’1:11,300S1,—1D321’}40
3p., _Hgf?1,31150,0D32f,041 - szf:f,31152,72D32f,241
3p0 _H221':1],310S2,71D321',241
317_1 _H201‘071‘3171S0‘0D321“041 - (H221‘91‘3171S2‘0 + H221€1‘3171S2‘2 )D321“241
3d+2 (H;‘I:II‘SZZSI,—I + H;‘ll—l‘SZZSI,l )D321~‘142 + H;lw:i‘322S3,—lD3211342
3d+1 H21’1(11,32151,0D32f,142 + Hgij,32153,72D32f,342
3d0 (H;’I:II,SZOSI,—I + H;’1171,320S1,1 )Dszf,lztz + H;i:},szoss,leszf,sm
3d—1 Hzl’1(11,327151,0D32f,142 + (H23£132—1S3,0 + H231€l,32—lS3,2 )D;f,}u
3d72 H;‘ll—l‘32—2S1‘1D321w}42 + (H;i::‘SZ—ZSS,—l + H§{1—1‘32—2S3,1 + H;is—l‘SZ—ZSS,S )D321~‘342
3s 3s H30(?o,300S00D426(,)40
3p, _H31610,31151,1D361,41
3po _H31600,31051,0D4261,41
3p71 _H316701,317151,71D4261,41
3d+2 H326§,32252,2D426,242
3d+1 (H3265,1321S2,71 + Hszdz),szlsz,l )D426,242
3d0 H3268,32052,0D426,242
3d71 H326(;,1327152,71D426,242
3d,2 H326(3,2327252,72D426,242
3p+1 3p+1 _H3()f(1),311S0,0Dz12f?41 _(H32f(1),311S2,0 + H321’f,311S2,2)D421’,241
3p0 _H321’11,31052,1D421’,241
3p71 —H301’?’317150’0D421’?41 - H321’I,231—1S2,—2D421’,241
3d+2 H31’111,322S1,1D42i}42 + (H33i11,322S3,1 + H33i31,322S3,3 ) Djf?m
3d+1 HSIi()l,SZISI,ODj{,l42 + (H;{?,321S3,0 + H;ﬁ,321S3,2 )Djf,}u
3d0 H31’111,320S1,1D421’}42 + H33f11,320S3,1D:f,342
3d—l H31’101,327151,0D421’f42 + H;ff327153,72D42f,342

1,-1 1.1 2,1 3,-3 3,-1 33 2,3
3d72 (H311,32—2S1 1 + H311,32—2S1,1 )D41,42 + (H311,32—2S3,—3 + H311,32—ZS3 1 + H311‘32—2S3,3 )D41,42
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0,0 2,0 2,0 2,2
3p0 3po _H310,31050,0D41,41 _H310,31052,0D41,41
2,-1 2,2
3p—1 _H310,317152,71D41,41
3,-2 3,2 2.3
3d+2 (H310,322S3,—2 + H310,32253,2)D41,42
1,-1 1,1 2.1 3.1 2,3
3d+1 (H310,32151,71 + H310,321S1,1 )D41,42 + H310,32153,1D41,42
1,0 2,1 3,0 2,3
3d0 H310,320S1,0D4],42 + H3]0,320S3,0D4],42
1,-1 2,1 3,-1 2,3
3d—1 H310,327151,71D41,42 + H310,327153,71D41,42
3,-2 3,2 2,3
3d—z (H310,32—2S3,—2 + H310,3272S3,2 )D41,42
0,0 2,0 2,0 2,2 2,2
3p—1 3p—1 _H31—1,31—1S0,0D41,41 _(H31—1,31—1S2,0 +H31—1,31—1S2,2)D41,41
1,-1 2,1 3,-3 3,-1 2.3
3d+2 H3171,32251,71D41,42 + (H3171,3zzS3,73 + H3171,32253,71 )D41,4z
1,0 2.1 3,-2 2,3
3d+1 H3171,32151,0D41,42 + H3171,32153,72D41,42
1,-1 2.1 3,-1 2.3
3p71 3d0 H3171,32051,71D41,42 + H3171,3zoS3,71D41,42
3d 1,0 2,1 3,0 3,2 2,3
-1 H3 171,3271S1,0D41,42 + (H3171,3271S3,0 + H3171,3271S3,2 ) D41,42

1,-1 11 2.1 3,-1 31 33 2,3
3d—z (H3171,327251  + H3171,3272 Sl,l )D41,42 + (H3171,3272 S3  + H3171,3272 S3,1 + H3171,3272 S3,3 ) D41,42

3d+2 3d+2 H30é2,322S0,0D112é?42 + H32£2,322S2,0Djé,242 + (H;52,322S4,0 + H;ig,322S4,4 )D422’?42
3d+l H32212,321S2,1D412£,242 + (H;£12,321S4,1 + H;é;,321S4,3 )D422’Z,t42
3d0 H32£§,320S2,2D412£,242 + (H;Z’;,z320S4,—2 + H;i§,320S4,2 +)D422’?42
3d71 H322’;,l32—152,—1D422’,242 + (H;£;?32—1 S4,—3 + H;i;}32—1S4,—1 )Détz;,‘42
3d72 H302’g,32—2S0,0D422’(,)42 + H322’g,32—2S2,0D422’,242 + H;i;?32—2S4,—4D422’1}42

3d+l 3d+l Hfi?,321S0,0Djé?42 + H322’(1),321S2,0D32’?42 + (H342’(1)’32154’0 + H342’i32154,2 )Djii‘42
3d0 (H322’I,1320S2,—1 + H32£ll,320S2,1 )Dllzé,z42 + H;£11,320S4,1D422’?42
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Tablo 6.” 1n devami

361+] 3d—] H3()£(1),32—1S0,0D412£?42 + (HSZiI,232—1S2,—2 + H3zi(1),32—1S2,0 + H32£f,32—1S2,2 )D422242
+ (H;‘é;,232—1S4,—2 + H;éf,32—1S4,2)D412£?42
3d_2 H3221_132 2S2 —1D422242 (H;iI,12—2S4 -3 +H32132 2S4 +H34211 32— 2S41 +H32132 2S4,3)D422442
3d,  3d, H O oS0 oDE + HE 08, Dy + HA S, DY,
3d_1 H3226]32 ]S2 D422242 H3426]32 ]S4 D422442
3d_2 H32£6,232—2S2 2D42242 + H3428232 2S4 D422442
36171 36171 Hfi?1,3271S0,0D412£?42 + H32 1,32-1 2 0 + H322€1,32 1 2,2 D422242

42 42

4,2
+(H321321 40+H321321 42) 4242

2,1 4.3
3d72 H32—1,32 2S2 1D42 42 + H32 1,32-2 41 + H32—1,32 2S4 3

32-2,32-2

3d72 3d72 HO ’ S D422042 H32202 32— 2S D422242 <H34202 32— 2S H34242 32— 2S )D422442
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4. TARTISMA

Iki-merkezli 6rtme integralleri icin elde edilen genel analitik ifadenin ve igerdigi
fonksiyonlarin Maple 13 sembolik programlama dilinde programlart yapilmistir [33].
Algoritmamizin dogrulugunu ve verimini test etmek i¢in, keyfi kuantum sayilari, orbital
ustelleri, cekirdeklerarasi mesafeler ve 6 ve ¢ acilarinda kapsamli bir inceleme
yapilmistir. Bunu i¢in, nonlined-up ve lined-up koordinat sistemlerindeki iki-merkezli

ortme integrallerinin literatiir degerleri ile karsilagtirmalar1 yapilmustir.

Nonlined-up koordinat sisteminde esit ve farkli orbital iistelleri durumlari icin
algoritmamizin bilgisayar sonuglar1 ve mevcut literatlir degerleri, sirasiyla, Tablo 2. ve
Tablo 3.’de karsilastirmali olarak verilmistir. Esit orbital iistelleri durumu i¢in vermis
oldugumuz Tablo 2.’den goriildiigii gibi; 20 ve 21 numarasi ile verilen integraller harig
diger integraller i¢in literatiir sonuglar1 ile en az 12 basamak uyum vardir. 20 ve 21
numarali integraller i¢in literatiirde var olan degerlerin yanls yazildig: ilgili ¢aligmanin
yazarlar1 tarafindan dogrulanmistir. 14 numarali integral ise iki-merkezli ortme integrali
icin 2. boliimde (154) ile verilen simetri 6zelligini dogrulamaktadir. Farkli orbital {istelleri
durumu i¢in vermis oldugumuz Tablo 2.’den goriildiigli gibi; 18, 34 ve 42 numarasi ile
verilen integraller hari¢ diger integraller i¢in literatiir sonuglari ile en az 10 basamak uyum
vardir. 18 ve 42 numarali integraller i¢in literatiirde var olan degerlerin yanhs yazildig:
ilgili ¢alismanin yazarlar1 tarafindan yeniden hesaplanarak dogrulanmistir. 34 numarali
integral ile ilgili olarak Safouhi ile 6zel gdriismemizde sonucumuzun kendi sonucu ile
birebir uydugunu ve dolayisiyla bu literatiir degerinin yanlis oldugunu diisiinmekteyiz. 8
numarali integral ise iki-merkezli 6rtme integrali i¢in 2. boliimde (154) ile verilen simetri

ozelligini dogrulamaktadir.

Lined-up koordinat sisteminde esit ve farkli orbital iistelleri durumlart icin
algoritmamizin bilgisayar sonuglar1 ve mevcut literatlir degerleri, sirasiyla, Tablo 4. ve
Tablo 5.’de karsilastirmali olarak verilmistir. Esit orbital iistelleri durumu i¢in vermis
oldugumuz Tablo 4.’den goriildiigii gibi; algoritmamizin bilgisayar sonuclari ile literatiir
sonuglar1 arasinda en az 20 basamak uyum vardir. Farkli orbital iistelleri durumu igin
vermis oldugumuz Tablo 5.’den goriildiigii gibi; 25 nolu integral hari¢ diger durumlarda
literatiir sonuclar1 ile en az 15 basamak uyum vardir. 25 nolu integral ile ilgili olarak

Safouhi ile yapilan 6zel goriismede sonucumuzun dogru oldugu kanaatine varilmastir.

50



http://www.pdfxviewer.com/
http://www.pdfxviewer.com/

Generated by Foxit PDF Creator © Foxit Software
http://www.foxitsoftware.com For evaluation only.

Iki-merkezli 6rtme integrali icin elde ettigimiz genel analitik ifadelerin atomik veya
molekiiler 6zellik hesaplanmalarinda faydali olabilmesi igin 1<n,n'<3 durumlarinda
ortaya ¢ikan miimkiin iki-merkezli 6rtme integrallerinin sembolik sonuglar1 Tablo 6.’da
verilmistir. Iki-merkezli ortme integralleri igin elde edilen sembolik sonuglarin

literatiirdeki sembolik sonuglar [45] ile uyumlu oldugu goriilmiistiir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu caligsmada, iki-merkezli 6rtme integrali i¢in genel koordinat sisteminde analitik

bir ifade verilmistir. Bu ifade Gaunt katsayilarini, D,fl‘j',(é N4 ';R) yardime1 molekdiler

integralini ve kiiresel harmonikleri icerir. Iki-merkezli 6rtme integrali icin elde edilen bu

ifade lined-up ve nonlined-up koordinat sisteminde de gecerlidir. Iki-merkezli drtme

integralinin daha hassas hesabi, bu Dj,‘fn', (( N4 ';R) yardimc1 molekiiler integralinin hassas

hesabina baghdir. Bu yiizden, D,fl‘j', (( N4 ';R) yardimc1 molekiiler integralinin igerdigi

yardimci fonksiyonlar i¢in analitik, tekrarlama ve alternatif formiiller tiiretildi.

Sonug olarak; STO’ler kullanilarak iki-merkezli 6rtme integralleri i¢in elde edilen
genel analitik ifadenin literatiirdeki ifadelerden matematiksel yap1 olarak daha sade, hizli
ve daha dogru calistigmi diisiinmekteyiz. Bu ylizden, iki-merkezli 6rtme integralleri i¢in
elde edilen ifadeler elektronik yap1 hesaplamalarmda kullanilabilir.

Bu calismada STO’lerin Fourier doniisiimii ve iki-merkezli 6rtme integralleri igin
elde edilen ifadeler kullanilarak

1. Ug-merkezli niikleer ¢ekim integrali,

2. Iki-, iig- ve dort-merkezli Coulomb integralleri,

3. Iki-, iig- ve dort-merkezli Hibrit integralleri,

4. Iki-, lic- ve dort-merkezli degis-tokus (exchange) integralleri
hesaplanabilir. Kimyasal uygulama olarak ise

1. Fotonlar ile atom ve molekiillerin sagilmasinda ortaya c¢ikan atomik ve

molekiiler oto-korelasyon fonksiyonlart,

2. Oto-korelasyon fonksiyonundan faydalanarak atom ve molekiillerin Compton

profilleri,

3. Enerji seviyeleri arasindaki gegis ihtimalleri ve hizlari,

4. Atom ve molekiillerin elastik ve inelastik sagilma carpanlari

gibi pek cok fiziksel veya kimyasal 6zellik hesaplanabilir.
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EKLER

Ek 1. j,(x)Kiiresel Bessel Fonksiyonu

Kiiresel Bessel fonksiyonlar1

Ja(x)=(=1)"x" (—J Jo (%) (156)

jo(x)zsinx (157)

seklindedir. Kiiresel Bessel fonksiyonlar1 agagidaki tekrarlama bagintisini saglarlar:

) =re 2 () (158)

Kiiresel Bessel fonksiyonlar1 i¢in verilen sifirinct dereceden tiirevlerini kullanilarak

n. dereceden kiiresel Bessel fonksiyonunu elde edilir.

n .(n—k+1)
jn(x):(—l)"Zank]Ok—l(x) n>1 igin (159)
Burada a,, sembolii:

a,=—(n-k-3)a, , +a,,, a, =1 n>k. (160)

nl

seklinde verilir. j, (x) in n. dereceden tiirevlerini elde etmek i¢cin Leibnitz kurali [15]

kullanilirsa,
d” . _ n n_! . n+%(x+77;) _ COSXx _ n+%(x+;7;) N Slnx
e ]O(x)_g(;s![( ) S () = (161)

elde edilir. Burada »* sembolii
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. 1

n, =§[li(—l)s] (162)

ile verilir. (161) denklemi (159) denkleminde yerine yazilirsa kiiresel Bessel fonksiyonu

icin

n—s+l1 s n—s+l1
X

jo (x)= a 0 (—l)kfl ”fl(_l)p(%) (n—k+1)! {m cos(x) ot sin(x)} (163)

ifadesi elde edilir.
Kiiresel Bessel fonksiyonlarinin siniis ve cosiniis fonksiyonlar1 igeren bir baska
ifadesi ise asagida verilmistir:

£(3) A, sin (x — %) E(7) B, cos (x — %)

jn (x) = Z x2k+l + Z 2k'+2 (164)

k=0 k'=0 X

Burada 4, ve B, sembolleri

(n+2k)E,, (n) (165)

B, =2 F,  (n+2k+1)E,, (n) (166)

ile verilirler.
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Ek 2. C; Katsayilan

Tablo 7. C; Katsayilari (Denklem 24).

I m k cCf I m k Cf I m k Cf I m k C}
0O 0 O 1 4 -4 3 J70 5 5 5 W7 6 -6 6 231
16 16 32
1 -1 1 A2 4 4 310 -4 4 3V -5 5 31
2 16 16 16
0 O 1 -3 3 35 -3 3 35 -4 4 1514
4 2 16
1 0 2 2 2 30 4 3 5 3/
2 4 16 2
2 -2 2 A 3 Mo -2 2 Ao -3 3 Jios
2 8 4 2
-1 1 Je -1 01 J5 3 o 4 3105
2 8 16
0 O 1 2 345 -1 01 30 -2 2 s
4 2 2
1 1 0 O 1 2 330 3 405
2 4 2
1 0 e 1 3 3 30 4 105
2 16 32
2 0 e 2 3 0 O 1 -1 1 a2
4 8 2
3 -3 3 45 1 O J5 1 5 2 5
4 4
22 2 A% 1 35 2 15 3 sz
4 4 8 16
-1 1 J3 2 0 30 1 0 30 0 O 1
4 2
2 B 1 o 1 30 1
4 8 4 2
0 0 1 3 0 35 2 30 2 45
4 16 8
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Tablo 7.’nin devam

1 3 4 0 0 2 0 20 3. =2
2 16 2 1

1 0 » 1 2o 1 0 Ja
8 2

1 3 0 55 1 s/
4 2 4

2 0 43 1 3 2 5/
4 16 16

3 0 A5 4 0 370 2 0 05
4 16 2

5 0 37 1 Jios
16 2

2 105

32

3 0 Jios
2

1 3J105

16

4 0 1514

16

1 3/

32

5 0 33717

16

6 0 231
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EK 3. ;. (a, R) Fonksiyonun Sembolik Tablosu

Tablo 8. ], (a, R) fonksiyonun sembolik degerleri (Denklem 138).

m n Jmn(a, R)
T
L
0 1 2ae
2 T 1+Per
4a3 €
3 L(3 + 3P + P?)eF
16a°
4 L(15+15P+6P2 +P3)eF
96a’
5 T (105 + 105P + 45P2% + 10P3 + P*)e~*
768a°
6 (9454 945P + 420P + 105P° + 15P* + PS)e~P
7680a1!
7 (10395 + 10395P + 4725P2 + 1260P* + 210P* + 21P5 + P6)e~P
92160q13
T 2 3 4 5 6 7Y, —P
8 550040515 (135135 + 135135P + 62370 + 17325P% + 3154P* + 378P° + 28P° + P)e
2 2 " (1-p)er
4a €
T _ p2 —-P
3 16a3(1+P P%)e
4 T (3+3P—P3e?
96a5
_m 2_ op3 _ piy,-P
5 —cao7 (15+ 15P +3P? —2P% — P*)e
T 2 _cp3_cp4_ p5),-P
6 —c8055 (105 +105P +30P? — 5P3 — 5P* — P%)e
L 2 _ 4 5__ p6\,—P
7 97Te0a11 (945 + 945P + 315P% — 30P* — 9P° — P9)e
8 (10395 + 10395P + 3780P2 + 315P% — 210P* — 84P5 — 14P6 — P7)e~P
1290240a13
4 3 _(3-5P+P?e "
16a
4 T (3+3P—6P2+P3e*
96a3
5 — = _(9+9P —3P% — 6P + PH)e?
768a5
T _ 3_ 4 5Y,-P
6 —ca0a7 (45 +45P — 15P3 — 10P* + P9)e
L 2 _ 3 _ 4 5 6\ ,—P
7 5776005 (315 + 315P +45P% — 60P° — 30P* —3P% + P)e
8 (28354 2835P + 630P2 — 315P% — 210P* — 42P5 + P7)e~P
1290240a ™
6 4 (15— 33P +12P% — P3)e~F
96a

63


http://www.pdfxviewer.com/
http://www.pdfxviewer.com/

Generated by Foxit PDF Creator © Foxit Software
http://www.foxitsoftware.com For evaluation only.

Tablo &.’in devami

6 5 (154 15P — 45P% 4 14P% — pt)e~P
768a3
L _ 2 _ 3 4 _ p5 -P
6 o= (45 + 45P — 30P2 — 45P% + 15P* — P%)e
L _ 2 _ 3 _ 4 5_ p6 —-P
7 S57e07 (225 + 225P — 45P% — 120P% — 30P* + 15P° — P)e
8 (15754 1575P — 525P3 — 210P* + 14P% — P7)e~P
1290240a°
8 5 (105 — 279P + 141P? — 22P* + P4)e~F
768a
6 L(105 + 105P — 420P? + 185P3 — 25P% + P3)e P
768003
L _ 2 _ 3 4 5 6\ ,—P
7 S57c0s (315 +315P — 315P% — 420P% + 210P* = 27P° + P¥)e
8 (15754 1575P — 630P2 — 1155P% — 210P* + 210P5 — 28P6 + P7)e~F
12902407
- — 2 _ 3 4 _ p5 —-P

0 6 o5 (945 — 2895P + 1830P” — 405P% + 35P* — P)e

7 (9454 945P — 4725P2 + 2640P% — 510P* + 39P5 — P&)e~F

9216003
T
8 (28354 2835P — 3780P2 — 4725P% + 3150P* — 588P5 + 42P6 — P7)e~F

1290240a”
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EKk 4. I,,,,(a, R) Fonksiyonun Sembolik Tablosu

Tablo 9. I,,,,(a, R) fonksiyonunun sembolik degerleri (Denklem 139).

m n Lon(a, R)
1 1 e’
T po-P
2 4a? e
3 -P
4 Z)e—P
2 3 —-P
5 o 8P(15+15P+6P + P3e
2 3 4\ ,—P
6 =20 (105 + 105P + 45P% + 10P% + P*)e
7 Z__ P(945 + 945P + 420P? + 105P3 + 15P* + PS)e P
92160a
8 ———P(10395 + 10395P + 4725P% + 1260P3 + 2105P* + 21P° + P®)e ™"
1290240a
3 2 g(z —P)e?
3 -P
4 Z)e—P
2 3 -P
5 P ——(9+9P +2P? —P3)e
2 4 -P
6 r— = P(45 + 45P + 15P? — P%)e
7 —=—P(315 + 315P + 120P? + 15P3 — 3P* — P%)e~F
92160a
8 — T P(2835 + 2835P + 1155P% + 210P3 — 7P — P%)e™"
1290240a
5 3 %(8—7P+P2)e"°
4 Z)e—P
_ 2 3y,-P
5 P ——P(15 + 15P — 10P? + P3)e
6 " P(45 + 45P + 5P% — 10P3 + P*)e P
7680
7 ~__P(225 + 225P + 60P? — 15P3 — 93P* + P%)e~?
92160a
8 ——P(1575 + 1575P + 525P? — 42P* — 7P + P%)e™"
1290240a
7 4 9”—6(48—57P+ 15P2 — p3)e~P
5 P(105—87P + 18P2 — p3)e~*

768a?
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Tablo 9.’un devam

11

T
1290240a*

—__P(105 + 105P — 105P2 4+ 20P3 — P¥)eP

7680a*

——JE———P(3154-315P-—105P34-21P4—-P5)e—P
92160a

IzgazzaagP(15754—1575P—+315P2——210P3——84P44—21P5——P6)e‘P

s
=g (384 = 561P +270P? — 30P* + PHe"

T p(945 — 945P + 285P2 — 30P% 4+ P*+)e~F
7680a2

——E——Pm45+me—12aW2+34w3—3yﬂ+P%e*
92160a4

mP(2835 + 2835P — 315P? — 1260P3 + 378P* — 35P5 + P%)e~"

s
7556(3840——6555P—+3045P2——545P34—40P4——P5)e‘P

WP(10395 — 12645P + 4680P? — 705P3 + 45P* — P5)e~F

P(10395 + 10395P — 17325P% + 6090P3 — 840P* + 49P5 — P%)e~"
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Ek 5. EL,,(a, R) Fonksiyonun Sembolik Tablosu

Tablo 10. El,(a, R) fonksiyonunun sembolik degerleri (Denklem 129). (P = aR)

I m n EL.(a,R)
s
-~ _-P
0o 2 2 yvid
3 T 1+Pe”
16a3 ¢
4 L(3 +3P + P%)eF
96as
_mT 2 p3y,-P
5 g7 (15 +15P + 6P + PY)e
6 _r (105 + 105P + 45P2 + 10P3 + P*)e~*
7680a°
7 L(%S + 945P + 420P? + 105P3 + 15P* + P5)e~P
92160al!
8 #(10395 + 10395P + 4725P% + 1260P3 + 210P* + 21P5 + P®)e~?
129024013
4 2 " 42— P)e"
4p“ ¢
3 T 3-p)er
1l6a ¢
4 T _(34+3P—P2)eF
96a3
_mT 2 _ p3y,-P
5 768a5(9+9P+2P P3e
6 L(45 +45P + 15P2 + p*)e~F
7680a7
L 2 3 _ 4 _ p5\,—P
7 92160a9(315+315P+120P +15P3 — 3P* — P¥)e
8 ————15————(28354-2835P-+1155P24—210P3-—7P5-P6)e—P
1290240011
s
1 3 2 Ze—”
s
—-P
3 16a2Pe
4 " _p(1+pPye?
96a* ¢
5 LP(3+3P+P2)e_P
768a®
6 L1!3(15+ 15P + 6P2 + P3)e™F
768008
7 LP(IOS + 105P + 45P? + 10P3 + P*)e™*
92160a10
8 ————li————P(9454—945P—F420P24—105P34—15P44—P5)e‘P
1290240012
5 3 T (4—P)e P
16 ¢
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1 4 4 —
962 e
’ 5 LP(S + 5P —P?)e”?
768a*
6 Z6g0ge (15 +15P + 4P? 4 p3)e~P
T i 3 o
7 WP(75+75P+27P +2P3 —P*)e
T 2 3 4 -
8 WF(SZS-I-SZSP-I—ZIOP + 35P% — P* — P>)e
= -P
2 ' i 4R(1+P)e
3 me P
l6a
T s _p
4 96a3| ¢
2 -P
5 —eaas D L+ Pe
2 o —p
6 —e80a7 L B+ 3P+P%e
L2  a-p
° —(4+4P —P%)e
) z P(6 —P)e*
96a e
2(7 — -P
5 —eaazl (7 —Pe
2 D2y
6 —eg0as L 7+ 7P —P%)e
T
’ WPZ(ZI + 21P + 6P? _P3)e_p
T
8 mPZ(105+105P+39P2+4P3—P4)e—P
T n(1+P) -P
16 e
T s _p
4 96az’ €
3,-P
5 76804 ©
6 T P3(1 4 PYer
7680a®
T 3 L
7 92160q8 L B +3P+P%e
T
i T390240q10 (15 + 15P + 6P% + P¥)e™"
T
_PZ _ p2\,—P
T 9% (6 + 6P — P?)e
2(8 — -P
5 gzl (8~ Pe
3(9 — -P
6 76g0at . (O~ Pe
T 3 e
7 92160q6 L O+ 9P —P%e
T s e
i T590040a8 " (27 +27P + 8P — PH)e
LA o p
° —(3+3P+P%e

68


http://www.pdfxviewer.com/
http://www.pdfxviewer.com/

Generated by Foxit PDF Creator © Foxit Software
http://www.foxitsoftware.com For evaluation only.

" p6+P)e"
96a €

7680a5P

" pi(14p)e?
9216047

T _pi343p+ PP
1290240q°

Z_(18+18P 4+ 5P2 — p3)e~P
96R

L1!3(8 + 8P + P2)e?
768a

i

3 _ -P
768a3P (10— P)e

T pr11-ple?
9216045

T pi(11411P — P2)eP
1290240a”
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Ek 6. 4", ve A (a) Fonksiyonlar:

Tablo 11. 4, () fonksiyonunu sembolik Tablo 12. 4! fonksiyonunu sembolik
degerleri (Denklem 94). degerleri (Denklem 110).
[ M
N n l A;I (0() M m m Amm'
0 1 1 1
0 1 0 1
1 2 0
2 0 2a
2 1 0
2 1 2
3 0 6a? 1 1 0
1 -1 0
3 1 8a
2 2 1
3 2 8
3 3 0
4 0 24a3
1 -1 1 0
4 1 40a?
1 -1 0
4 2 48a )
2 1 —
4 3 48 7
1 2 0 0 1
3 0 -2 1 2 N
3 1 0 2 1 -1 0
3 2 0 1
1 1 —
4 0 —24q V2
4 1 -8 2 2 0
4 2 0 3 3 0
1
2 4 0 0 3 1 ) 1
V2
2 1 !
V2
3 3 0
4 2 1 0
1 2 0
2 2 !
V2
3 3 0
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Ek 7. D,,;(a, p) Fonksiyonun Sembolik Tablosu

Tablo 13. D,;(«, p) fonksiyonunun sembolik degerleri (Denklem 92).

n / Dnl (a’p)
1 0 !
a?+p?
2 0 2a
(a?+p?)?
2
1 __“P
(a?+p?)?
2(=3a? + p?
3 0 _2(=3a” +p*)
(a?+p?)?
1 8ap
(a?+p?)?
8 2
2 _°r
(a?+p?)?
4 0 _24a(-a® +p°)
(a?+p?)*
1 8p(—5a? + p?)
(a?+p?)*
5 48ap?
(a?+p?)*
3 48p3
(a?+p?)*
. 0 24(5a* — 10a?p? + p*)
(a?+p?)s
1 48ap(—5a? + 3p?)
(a?+p?)s
5 48p?(—7a? + p?)
(a?+p?)s
3 384ap3
(a?+p?)s
. 384p*
(a?+p?)s
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Tablo 13.’{in devami

240a(3a* — 10a?p? + 3p*)

6 0
(a?+p?)6
1 48p(35a* — 42a?p? + 3p*)
(a?+p?)6
5 384ap?(—7a? + 3p*)
(a?+p?)6
3 384p3(—9a? + p?)
(a?+p?)6
4 3840ap*
(a?+p?)6
; 3840p°
(a?+p?)6
- 0 _ 720(=7a® + 35a*p* — 21a’p* + p°)
(a?+p?)7
1 1920ap(7a* — 14p + 3p*)
(a?+p?)7
) 1152p2(21a* — 18a?p? + p*)
(a?+p?)7
3 11520ap3(—3a? + p?)
(a?+p?)7
3840p*(—11a? + p?)
4 - 2172)7
(a?+p?)
c 46080ap®
(a?+p?)7
. 46080p®
(a?+p?)7
g 0 _ 40320a(—a® + 7a*p® — 7a’p* +p°)
(a?+p?)®
1 _ 5760p(—21a® + 63a*p? — 27a’p* + p°)
(a?+p?)®
5 11520ap?(21a* — 30a?p? + 5p*)

(a2+p2)8

72


http://www.pdfxviewer.com/
http://www.pdfxviewer.com/

Generated by Foxit PDF Creator © Foxit Software
http://www.foxitsoftware.com For evaluation only.

Tablo 13.” iin devami

11520p3(33a* — 22a?p? + p*)

8 3
(a?+p?)?
46080ap*(—11a? + 3p?)
4 - (a?+p?)8
. 46080p°(—13a? + p?)
- (a?+p?)8
p 645120ap®
(a?+p?)®
, 645120p7
(a?+p?)®
9 0 B 40320(9a® — 84a®p? + 126a*p* — 36a?p® + p®)
(a2+p?)°
1 B 80640ap(—15a® + 63a*p? — 45a?R* + 5p°)
(@?+p?)°
5 B 11520p?(—231a’ + 495a*p? — 165a?p* + 5p°)
(a2+p?)°
3 46080ap3(99a* — 110a?p? + 15p*)
(a?+p?)°
4 46080p*(143a* — 78a?p? + 3p*)
(a?+p?)°
. 645120ap® (—13a? + 3p?)
- (a%+p?)°
645120p°(—15a? + p?)
6 - (a%+p?)°
7 10321920ap’
(a?+p?)°
8 10321920p8
(a?+p?)°
725760a(5a® — 60a’p? + 126a*p* — 60a?p® + 5p®)
10 0 (a?+p?)10
1 80640p(165a® — 924a’p? + 990a*p* — 220a?p® + 5p?)

(a2+p2)10
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Tablo 13.” iin devami

967680ap?(—33a® + 99a*p? — 55a?p* + 5p°)

10 2
(a2+p?)10
3 B 138240p3(—429a’ + 715a*p? — 195a2p* + 5p°)
(a2+p?)10
4 645120ap*(143a* — 130a?p? + 15p*)
(a?+p?)10
. 1935360p° (65a* — 30a?p? + p*)
(a?+p?)10
p 30965760ap®(—5a? + p?)
- (a%+p?)10
10321920p7 (—17a2 + p?)
7 - (a%+p?)10
. 185794560ap®
(a?+p?)10
. 185794560p°
(a?+p?)10
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Ek 8. D**

nln'l

(¢.<'; R) Fonksiyonun Sembolik Tablosu

Tablo 14. D**

nlmn'l

(é’ N R) yardimc1 fonksiyonun bazi sembolik degerleri (Denklem 119).

I noI I D) (¢ R)
0 1 0 1 o 40($) 40 (&)Y
2 0 2 0 40($) 4, () EY
30 A0 ($) A3 (&) S + 43, ($) A4, (&) Y

A (§) A0 (§) FS +240($) 4o (&) B

3 0 3 0 . . 6.0
+A3,0 (é/) A3,0 (é/’) F;}
L AR A AR
+45, () AL (§) B + 4,0 ($) A0 (&) By
4 0 . 0 AA?,O(;)AA?,O(C)EKAO +2Af,o(§)Ai,o(§')Eff
+ 4,0 ($) A1 (&) B
1 2 0 3 1 Ag,o (é,) Aso,l (é/')F;,él
3.0 03 1 Ao (§) A (E)E + 4, (8) 4, (&) s
L AR A AR
+4,0($) A4 (&) By + 4, ($) A4 (&) By
L ROACIR ) 4 ()R
+43,($) A4y (&) o + 45, ($) 4, (&) B
140 A0 (9) A0 (&) E + 45, ($) A (&) Fs
1 1 A9 4, (§) EL +4,() 4, (&) ES
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Tablo 14.’{in devami

2 2 0 4 2 4, ($) 4, (&) Ry
3.0 4 2 Ay () A3, (C)F5 + 4,0 ($) 4L (S Ry
3.1 3 1 45, ($) 45, (¢ EY

2 3 1 4 1 4, (E) 4, (C)EG + 4, () 4, (S FY
40 4 2 Ao ($) A5, (&) Fd + 43, ($) 4, (S Fiy

A (&) 4 (&S +24,, () A, (¢ ES
+A‘11‘1 (4) Az]u (4’) Eff

42 4 2 4, ()4, (&) EY
303 1 4 2 A4, ($) 45, (S S

41 4 2 A, () AL (&) ER + 4, ($) AL (¢ F?
4 4 2 4 2 4,() 4, (8 EY
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Ek9. F (£, <" R) Fonksiyonun Sembolik Tablosu

Tablo 15. F"* (é’ N4 ';R) yardime1 fonksiyonun bazi sembolik degerleri (Denklem 123).

m L n o FEY(¢¢R)

2 o 11 (G E)EN(SR) () EN(SR)

2 0 22 (68BN R) 7 () EL(ER)+ 75 (S 6) B (W R) + 7, (S7.6) B, (S.R)

) o 2 3 7a(CENENER) (6 EL (S R) 1 (S ) EN (S R) + 75 ($6) EL (& R) 415 (8.4 By (¢R)

P BRI (E :)ESZ(: R AL :) (CR)
L AGOBERIACE GRS EL(CR)

(VB (R 47 (CV0) B (£ R) + 7 (86 S (CR)+ 1 (€€ B2 (£R)
L AGOBERI A LR S EL (R () B R)

(V)L (COR)+ 1 (C ) B (£ R) + 12 (£ 0V B (€ R)+ 7 (C ) B2 (L)
L AGORERIACEE GRS E(CR)

S (CE)VEL (COR) 47 (CV0) B (£ R) + 1 (£ 8) B (CR)+ 1 (€€ By (£R)

3 1 2 3 7/23(4/:;')]31(; )+723(§§) 32(§R)+7/32(§ é/) 31(4/ R)*‘Vsz(é/ é/) 32(4/ R) (é/"é/)Ezl,z(éd:R)
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s 1 s 75 ($. ¢V E (S R)+75(6.¢) Esy (ER) + 73 ($.CT) Ess (CLR)
+73 (¢ C) B3 (' R) + 75 (€ €) B, (& R) + 753 (¢4 ) B (¢ R)
; . X . 7/304(4 é/,)Eall(é/R)+734(§§) 32(§R)+734(§§) 33(§R)
i (§0) Es ($R) + 715 (£.8) By (8 R) + 74 (8.6) B3 (8. R) + 7 (§7.6) B (¢.R)

4 0 2 3 733(§§)E41(§R)+723(§§) 42(§R)+7/32(§ é/) 41(4/ R)+7/32(§ é/) 42(4/ R)+7/32(§ é/) 43(4 R)
7/303(4 4,)E41(§ R)+733(§§) 42(4 R)+733(§§) 43(4 R)

T OB R (O B (CR) A (0 B (CR)
s o s \ 73 (S CVEL (S R)+ 73, (€. 8V EL (S R)+ 754 (S. ) EL (SR)

+75 (C OV E (S R) + 7,5 (CO) ELL (S R) + 75 (S Q) ESS (E R)+7is (¢.€) ELL (. R)
s o s \ Y ($CVEL (S R)+7,,(E.C)EL (S R)+ 74, (E.C)E (S R) + 74, (. C)EL L (S.R)

+74 ($ ) E) (S R)+ 7 (EC) EL (' R)+ 72, (E 6 Es (S R) + 7 (. O) EL4 (S R)
s 1 s \ V3 (S CVE (S R)+ 73, (S8 E,, (S R)+ 754 (S, E, (SR)

+75 (C ) E (S R) + 7,5 (S O Eiy (' R) + 75 (¢ Q) Es (E R)+7i5(S.€) Ey L (C.R)
s . \ Y ($CVEL (S R)+ 70 (E.C)ELL (ELR)

S (CLE)V B (COR)+ 1 (C ) B (£ R) + 1 (£ 0V B (€ R)+ 7 (C ) B2 (L)
s . \ V(S CVE (S R)+ 73 (€. 8 ELL (S R)+ 754 (S. ) EL (SR)

+75 (C OV EL (S R) + 75 (C O EL (S R) + 75 (O EL (E R)+7is (¢.€) ELL (. R)
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(=1

733(§:§,)E:1(§ R)+733(§ 4) 42(4 R)+733(§ 4) 43(4 R)

+75 (&) ES (& R)+ 73 (¢ €) ELy (' R) + 734 (¢ €) S, (S.R)

Y (ECVEL (S R)+74 (S8 EL (S R)+74 (8.8 ) Ed (S R) + 74 (8.87) EL 4 (S .R)
+70 () Eq (S R)+ 70 () Eny (CR)+ 72 (€ ) Efy (& R) + 72, (S7.€) ES (SR)
733(4’4,)E§1(§ R)+733(§ 4) 52(4 R)+733(§ 4) 53(4 R)

+755 (& 8V Esy (& R) + 745 (S C) Exy (S R) + 734 () Edy (S.R)

7 (88 Es (S R)+ 734 (8.67) Exy (S R)+75,(€.67) Es5 (S.R)

+705($C) By ($R)+ 745 (8.8 ) Esy (S R) + 75 (&) Eds (S R) + 745 (£, ) Es y (SR)
7 ($C)ES (S R)+ 734 (8.67) ES, (S R)+75,(£.¢7) ES (S.R)

+705($L 0V ES (S R) + 745 (8.8 ) ES (& R) + 74 (&) Eoy (S R) + 75 (8.6 ) ES 4 (S.R)
Vi (EC)ES (S R) +74 (S8 ESL (S R)+ 74 (S8 ) By (S R)+ 72, (S8 EL (S R)
+70 (S )V ES (S R)+ 7 ($6) By (S R) + 724 (S0 ES (& R) + 72, (¢ 0 ) ES (£ R)
5 ($.8) Egy (& R)+733 (8.8 Egy (& R)+ 733, (.¢") Eos (S R)

+75 (8 ) E (S R)+ 7 (C.0) Egy (' R)+75 (£ ) Egs (& R)

7 ($C)Eey (ER) +734 (8.8 ) Egy (& R) + 724 (£ ¢ Eg5 (S R)

+705($ 8 ) Egy (' R)+ 74 ($1.8) gy ($ R) + 75 (8.8 ) gy (& R) + 745 (&€ ) Ego (£ R)
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Vs (§8 ) Eq ($R)+ 714 ($.8" ) Eor (€ R) 474 ($.87) Egs (& R) + 72 (.6 Egs (. R)
+70($8) Eer (& R)+ 714 (S € ) Eor (& R) 472 (§7€) Es (S R) + 74 ($7.6) Eea (S, R)
Y (8.8 Eg (& R) +734 (8.8 ) Eer (8 R) + 724 (£ ¢ ) g5 (ER)

+75 (C ) Egy (& R)+ 745 (€. €) Egy (& R)+ 72 (S8 Ees (& R)+ 7 (&€ ) Eg 4 (S R)
(88 Eey (S R) +714 (8.8 ) Eey (8 R) + 724 (6 .¢") Eos (ER)

+75 (C ) Egy ($ R)+ 745 (S ) Eay (& R)+ 73 ($.6) Eay (C R)+ 7 (&6 ) Ecy (S R)
s (§.C ) Eey (ER)+744 (S8 Egr (8. R)+704 (6.8 ) Eg (8. R) + 72, (6.4 ) Ee s (. R)
+74 () Eey (S R)+ 714 (C ) Ey (S R) + 73, (€. €) Ees (& R)+ 74 (£.6) o (S R)
7§V EG (ER)+74 (S8 ) Ey (8 R)+70 (6.8 ) ES (S R) + 7, (6.4 Eo 4 (. R)
70 (C ) EL (S R) +74 (S OV EL (S R)+ 74 (SO ES (S R) + 74, (.6 ) ESL (S R)
5 ($.8)E (S R)+ 74 (6.6") By (6 R)+ 75 (6.4 Ens (6OR)

+75 () E; (S R) + 7 (S €) Esy (& R) + 7 (S ) Er5 (& R) + 74, (¢.6) Eru (' R)
(8.8 EL (S R)+74 (S8 ES L (S R)+ 74 (8.8 ESS (S R) + 7 (€.6) ES 4 (S R)
70 () En (S R) +74, (0 Ey (W R) + 74, (S 0) Ers (' R) + v (E.C) Er 4 (SR)
(8.8 Eg (CR) 474, (8.8 E (O R)+ 74, (8.8 gy (CR)+ 74 (£.67) Exy (SO R)
70 () Ee (W R)+ 7 (8O B, (' R) + 72, (&6 ) Es (' R) + 7, (E.C ) E o (SLR)
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Ek 10. H." .. . (¢.¢') Fonksiyonun Sembolik Tablosu

nlm,n'l'm’

Tablo 16. H"" (é’ N4 ') fonksiyonun bazi sembolik degerleri (Denklem 114).

nlm,n'l'm’

L M n I m qa ' Hopi (6.47)

0 0 1 0 0 1 0 o0 161/ ¢3¢
1 0 0 2 0 0 ?\/3/7 ﬁ(’%
1 0 0 3 0 0 %W 4’%4”%
2 0 0 2 0 0 ?\/1/7 4%4'%
2 0 0 3 0 0 %W 4%4'%
2 1 1 2 1 1 ?\/1/7 ﬁ(’%
2 1 1 3 1 1 %W f%f%
2 1 0 2 1 0 ?\/1/7 4%4'%
2 1 0 3 1 0 %W f%f%
2 1 -1 2 1 -1 ?\/1/7 (%C%
2 1 1 3 1 %W 4%4'%
3 0 0 3 0 0 %\/1/7 ﬁ('%
3 1 1 3 1 1 %\/1/7 é%é’%
3 1 0 3 1 0 %\/1/7 ﬁ('%
3 1 1 3 1 -1 %\/1/7 ﬁ('%
3 2 2 3 2 2 %\/1/7 ﬁ('%
3 2 1 3 2 1 %\/1/7 ﬁ('%
3 2 0 3 2 0 %\/1/7 é%f’%
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Tablo 16.’nin devami

0 0 3 2 4 3 2 4 z_i Nz o3¢
3 2 2 3 2 2 %,/l/ﬂ (%’%
1 1 1 0 o0 2 11 ? [3/nx i
1 0 o0 3 1 1 %,/10/77 cin
2 0 o 2 1 1 %J%/ﬂ £
2 0 o 3 1 1 %J30/7z £
2 11 3 0 0 %J3O/7z £
3 0 o0 3 1 1 z—i,/l/ﬂ cin
3 1 1 3 2 2 2,/15/77 ﬁ(’%
225
32 7 A
3 1 1 3 2 0 —\J5/r 3L
s VI
3 1 0 3 2 1 2,/15/72 ﬁ(’%
225
3 1 -1 3 2 2 2 /15/7[ (%C%
225
1 0 1 0 0 2 1 0 —?J?ﬁ/ﬁ ﬁ(’%
1 0 0 3 1 0 —%,/10/7: ﬁ(’%
2 0 0 2 1 0 —?Jl/;r §%§,%
2 1 1 3 2 1 —%JZ/;[ J%J’%
2 1 1 3 2 1 —%JZ/;[ J%J’%
2 1 0 3 0 o %J?ﬁO/ﬁ §%§&
2 1 0 3 2 0 —%«/6/7: (gf’%
2 1 1 3 2 1 —%JZ/;[ J%J’%
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Tablo 16.” nin devami

1 0 3 0 0 3 1 0 —%,/1/77 ﬁ(’%
3 1 1 3 2 1 —2,115/71 ﬁ(’%
225
64 7,1
3 1 0 3 2 0 0% s/ i
525V /7 $¢
64 7,1
3 1 -1 3 2 1 ——— 5% (32
225V /7 &3¢
3 1 1 3 2 —2,/15/71 ﬁ(’%
225
1 1 1 0 0 2 1 4 ?‘/3/77 cien
1 0 0 3 1 % /10/7; g%g%
2 0 0 2 1 1 ? /1/,[ 4%4'%
2 0 0 3 1 1 % /30/77 ﬁ(’%
2 1 1 3 2 2 %«/2/7[ ﬁg’%
2 1 o 3 2 4 %,/15/77 £
2 1 4 3. 0 0 %J3O/7z £
2 1 -1 3 2 2 _% /2/7[ g%gr%
2 1 -1 3 2 0 % /6/7; (%C%
3 0 0 3 1 1 z_i /1/7[ ﬁ('%
3 1 1 3 2 2 2 /15/7[ ﬁ(’%
225
3 1 0 3 2 1 2 /15/7[ ﬁ(’%
225
3 1 1 3 2 2 —2,/15/7r ﬁ(’%
225
2 2 1 0 0 3 2 2 %,/10/72 ﬁ(’%
2 0 0 3 2 2 % /30/7[ (gf’%

83


http://www.pdfxviewer.com/
http://www.pdfxviewer.com/

Generated by Foxit PDF Creator © Foxit Software
http://www.foxitsoftware.com For evaluation only.

Tablo 16.” nin devami

2 2 2 1 1 2 1 1 %,/15/77 4%4’%
2 11 3 1 1 %,/2/77 £
2 1 1 2 1 1 —%,/lS//Z ﬁ(’%
2 1 1 3 1 4 —%JZ/;Z ﬁ(’%
3 0 o0 3 2 2 z—i,/l/ﬂ £
3 1 1 3 1 1 2,/15/77 £
225
3 1 1 3 1 —2,/15/7z ﬁ(’%
225
3 2 2 3 2 0 ﬁ«/S/zz Cin
315
3 2 1 3 2 1 %‘/15/77 Tt
3 2 1 3 2 a1 —%,/15/72 ﬁ(’%
2 1 1 0 0 3 2 1 —%,/10/77 ﬁ(’%
2 0 0 3 2 1 —%«/30/7: (gé’%
2 11 3 1 0 —%JZ//I cicn
2 1 o 3 1 1 %,/2/7: cign
3 0 0 3 2 1 _i_?“/ﬁ cign
3 1 1 3 1 0 _32 15/ g%g'%
225
3 2 2 3 2 1 —%,/15/7: ﬁ(’%
3 2 1 3 2 2 %JlS/fz 4%4’%
2 0 1 0 0 3 2 0 %,/10/72 ﬁ(’%
2 11 2 11 %«/5/7[ cign
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Tablo 16.” nin devami

2 0 2 11 3 11 % l6/m &3¢
2 1 o 2 1 o0 —%«/5/71 cign
2 1 0 3 1 0 _i_i /6/71 g%gr%
2 1 -1 3 1 1 % /6/71 ﬁ(’%
3 0 o0 3 2 0 z—i,/l/ﬂ £
32 7 A

3 1 1 3 1 1 —\J5/r 3"
225\// $¢

3 1 0 3 1 0 —ﬁJS//z ﬁ(’%
225
32 7 A

3 1 -1 3 1 1 - [5 T 2,12
225 / oo

3 2 2 3 2 2 ﬁ\/S/ﬂ cin
315

3 2 1 3 2 1 —EJS//z ﬁ(’%
315

3 2 0 3 2 0 —ﬁJS//z ﬁ(’%
315

3 2 -1 3 2 1 _ﬁ /5/7[ (%(%
315

3 2 2 3 2 2 ﬁ /5/7[ é%é’%
315

2 1 1 0 0 3 2 —%,/10/7: ﬁ(’%
2 0 0 3 2 1 _% /30/7[ é%é’%
2 1 o 3 1 41 %,/2/7[ cign
2 1 -1 3 1 0 _% /2/7[ 4%4'%
3 0 0 3 2 1 _% /1/7[ ﬁ(’%
3 2 2 3 2 41 %‘/15/72 £
3 2 o0 3 2 41 %«/5/7: cin
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Tablo 16.” nin devami

2 2 1 0o o0 3 2 2 %W i
2 0 0 3 2 2 %W ;%;r%
2 1 1 2 | %W g%gr%
2 1 1 3 1 -1 %\/2/7 ;%;r%
2 1 1 3 1 1 %\/2/7 g%gr%

3 0 o0 3 2 2 2,/1/71 £
3 1 1 3 1 41 J 5/m £

225
3 2 0 3 2 2 \/5/ ({’2
315
3 3 2 1 1 3 2 2 105,/105/ ({’2
2 1 1 3 2 2 105,/105/ ({’2
3 1 1 3 2 2 ,/14/77 ¢ (’2
105
3 2 2 1 1 3 2 1 105«/70/ ({’7
2 1 o 3 2 2 ,/70/ cin
105
2 1 4 3 2 41 ,/70/ cin
105
3 1 0 3 2 2 315,/21/72 £
3 1 1 3 2 315,/21/7r ¢ (’2
3 1 2 1 1 3 2 2 \/7/72 ’: (’2
105
2 1 1 3 2 0 ~/21/7z cign
105
2 1 0 3 2 1 «/7/7: ( (’2
105
3 1 1 3 2 2 «/ 10 &
1575 / § J
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Tablo 16.” nin devami

3 1 3 1 1 3 2 0 «/70/ ( (”

525
3 1 0 3 2 1 «/ 10 &
1575 / ( J
3 1 -1 3 2 -2 «/ 10 3
1575 / ( J

3 0 2 1 0 3 2 0 —,/14/77 ggg’%
2 1 1 3 2 «/42/77 ¢ (’2

105
3 1 0 3 2 0 ,/105/ ({’2
525
3 1 1 3 2 1 J35/ ({’2
525
3 1 2 1 1 3 2 2 \/7/72 ’? (”
105
2 1 0 3 2 -1 /7/” é/ é”’z
105
2 1 1 3 1 2 «/7/7: ( (’2
105
2 1 4 3 2 0 ~/21/7r £
105
3 1 1 3 2 2 210 i3
1575 / é/é/
3 1 0 3 2 -1 «/ 10 &
1575 / é/é/
3 1 1 3 2 2 «/ 10 &
1575 / é/é/
3 1 4 3 2 0 «/70/ et
525
3 -2 2 1 1 3 2 -1 105 ./70/7; g g’z
2 1 0 3 2 2 105 /70/7[ ( é”z
2 1 -1 3 21 \/70/7T ( (’2
105
3 1 1 3 2 315,/21/7r ¢’ (’2
3 1 0 3 2 2 315,/21/7r £
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Tablo 16.” nin devami

3 2 3 1 1 3 2 1 ,/21/71 ¢’ (’2

315
3 3 2 1 1 3 2 2 105,1105/ r (’2
2 1 1 3 2 2 105,1105/ rl (’2
3 1 -1 3 2 2 \/14/ g’ (’2

105
4 4 3 2 2 3 2 2 315\/35/77 el
3 2 2 3 2 2 J35/ ( (’2

315
4 3 3 2 2 3 21 315\/70/ rg’ (’2
3 2 1 3 2 22 315 |70/7 & g’z

4 2 3 2 2 3 2 o0 ’ &
315 ; ¢

3 2 1 3 2 1 ﬁ({”

315
3 2 4 3 2 1 \/5/ £
315
4 1 3 2 2 3 2 1 315,/10/72 £
3 2 1 3 2 0 315«/30/7z £
3 2 4 3 2 2 315\/10/72 i
4 0 3 2 0 3 2 0 315,/10/7z L
128 .
3 2 1 3 2 1 — Yz :
315 é/ ¢
3 2 o0 3 2 o 7 2
105\// i
128 .
3 2 4 3 2 41 [ x :
315 é/ ¢
3 2 -2 3 2 -2 [ s
315 é/ ¢
4 3 2 2 3 2 1 315,/10/72 L
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4 1 3 2 0 3 2 1 —ﬁ‘ [30/ 7 et

315
4 2 3 2 1 3 2 2 31_165‘/m cien
3 2 0 3 2 2 %W 4%4’%
4 3 3 2 2 3 2 4 —%W let
4 -4 3 2 2 3 2 2 %m cien
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2004 yilinda Karadeniz Teknik Universitesi Rize Fen Edebiyat Fakiiltesi, Fizik Béliimiine
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Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Fizik anabilim dalinda tezli yiiksek lisans programima
kayit yaptirdi.

Ayse NALCACI, halen ayn1 liniversitede 6grenimine devam etmektedir.
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